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SSortoort« 



jDbmo^l in ber pdt)agogifd)en Sßelt ft^ )iem(td[> aOgemeiii 
tie 2(nft(^t ®e(taQS Derfd)afft t)at, ba0 ein t&^ÜQtt, bie getfK< 
gen Araftf beS ®d)u(ert anregenber unb bilbenber mütf^ema« 
tifdjer Unterricht otjne Je^rbud^ gegeben »erben muffe ^ fo bat 
mi4) bod() eine me()rjdt)rige €rfa(?rung äberjengt, bet^ biefe ^ns 
^id)t nur unter ber SBDrau8fc|ung rid)ttg ijl; baß bet Sekret 
^letcbmdßig befdff^igte unb gleid^mdßig oprgebitbete ®(bä(er t>ot 
^d) i)ahz. Sann werben aderbingS biefelben im ®fanbe fein, 
unter Anleitung be$ SebrerS ftd) bie mott^ematifd^en @d|e o^ne 
^ulfe eines 2e^rbud)S fo auSj^uarbeiten^ baß ibnen biefe eignen 
Ausarbeitungen aucb in ber ^ot^e bie ^teOe eineö ie1)xbnd)ti 
vertreten f 5nnen* fieiber aber entfpric()t im 2((Igemetnen immer 
nur ein geringer St)eil ber @d)u(er biefen 93ebingungen, unb et 
noirb baber^ namentüd) in jablreicben klaffen, inberdtegel n6tbtg 
fein, ber @elbfttbdtigfeit beS @(^ulerg burd^ ein smedhndßig 
bearbeitetes Sebrbud) ju J^ülfe ju f ommen. 3ebocb nur unter 
biefer Sebingung aQein, baß boS b^ ®(bäfern in bie ^dnbe 
gegebene Sebrbud^ b(oß baju biene, bie @elbf}tbdtig(ett beS 
®4)uler8 ya leiten unb ju unterf}u|en, lä^ \xd), mie \6) glaube^ 
tie 6tnfu][)rung eines matbematifcf)en Sebrbud)eS in Scbulen 
wrt^eibigem @S »irb ba^er ein ju biefem Smecfe bearbeitetes 
Se^rbucf) nur bie jur äSegrfinbung beS @pf!emS not^menbigen 
^auptfd^e entbalten, unb bie Seweife berfelben me^r ffijjirt, 
als DoUßdnbig au£geffit)rt geben burfen, beren DoOfJdnbtge 
'2fuSfut)rung unerldßlicbe ^fli^t beS ®(^(erS bleiben muß. 

JDbioo^ nun an guten Sebrbäcbern ber ebenen Srigono^ 
metrie unb Stereometrie grabe fein iKangel ifi , fo f onnte iö) 
bocf) unter ben mir bis je^t befannt geworbenen teinS ftnben, 
loelcbeS i^ meinem Unterrici)t an ber ^ieftgen fönigli4)en 
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Stm^i, 83au^ unb ^anb\üexU\^rxU ju (Srunbe (egen mo6)tc^ 
inbem fie tl^^eilS ju Diel ent{)alten unb bie S3en)eife ju au6fu()r^ 
1x6) geben, tbeitö ntd)t na(l[) genettfci)en ^rinjipien bearbeitet 
ftnb. Steinet 2(nftci)t nad) mn^ namentüd) jeber ^Ceftnition 
eines S3egriffeö bie (SeneftS biefeS S3esriffeö DorauSge^en, inbem 
e8 bem Renten ni4)t jugemut^et »etben tonn, einen S3egriff ju 
benlen, of^ne ibm ju jeigen^ n)ie efi ju biefem SSegriffe tomme, 
imb grabe bieö oermipt man bei eimm fei^r grofen Steile ber 
fSr bie @4)ttlen bearbeiteten 2e^rbä4)^r. 34) l)cibe mid[) ba^er 
bemalt, ^mpt^ä^üö) md) biefem ©mnbfal bie ®d^ ber Sri^ 
gonometrie unb Stereometrie anjnorbnen, unb ^abe gefunben^ 
ia$ bie &ö)üUt babur^) eine n>eit beutii4)ere 2(nf(^attung 
ber {Begriffe er^aUen, befonberS in ber Stereometrie^ n)o bie 
9>^antaji[e o^ne^in ber mangelhaften S)arf}eaung burd[) bie Beid)- 
nung melfa^) iu ^älfe f ommen mnf . SBaS bie ^Tuöfubrung 
ber SBemeife betrift, fo meip icb te^^t gut, baß man aud[) an 
biefen noc^ ausfegen f5nne, baf {le iu au8fuf)rli4> feien^ unb icl[> 
^ättc eö felbfl gern anberd ma4)en mögen, menn id) nicbt ein 
t^uptaugenmerf auf bie CSemerbefc^ulen ijättt ricbten muffen^ 
XoA^ meifl fe^r ungleicbmdpig unb felbft fet^r mangelhaft Dor^ 
gebilbete ®4)üler aufnehmen, unb biefe in ber Siegel in febr 
lurjer 3eit burcb baS ganje ©ebiet ber niebern SRatbematit 
^inburd[)fät)ren mfiffen- 3n ber Trigonometrie ^abe icb ben S3e^ 
griff ber trigonometrifcben gunttionen als iDuotienten an bie 
®})i|e gefledt, unb au8 biefem allein bie (Sigenfcbaften berfelben 
abgeleitet* Stur, um bie Art be8 3u^ unb ÄbnebmenS biefer 
Munitionen anfd)auli(b ju ma^m, f)abe icb bie S^atfieHung 
biefer gunf tionen burcb Linien in bem Äreife, beffen ^albmeffer 
bie Sdngeneini^eit ifi , ju ^ulf^ genommen. Zuö) \)abt id) e& 
ffir nöt^ig gehalten, bte trigonometrif4)e Sere4)nung ber S)rei« 
tat bttr4) aufgeführte 3ablenbeifpiele ^u erlduterm 

Stefilau, im September 1844« 

Set Setfaffer* 



SDte ebene XüQonomtttk. 



\)on !)en tngonotnetri6cl)en iTunctionen« 

©tnb ()on einem ebenen ©reieif entweber eine Seite unb jtöei 
SBinfel, ober jwei Seiten unb ber eingefd&lojfene SQSinfel, ober jwet 
©eiten unb ter ber größeren gegenuberttegenbe SBinfel, ober enblid^ aHt 
tirei Seiten gegeben, fo iji ba§ S)reie(f feiner ©rifie unb gorm nad^ 
bejiimmt. S)urd) je brei biefer befiitnmenben ©tfiife jtnb ba^)et 
<k\xä) bie übrigen nic^t gegebenen Stü(fe mit beftimmt; eS muß a(fo 
iwifd^en ben beftimmenben @tuc!en eineS S)rete(!$ unb ben übrigen 
€ine fold^e TCbl^dngigfeit {lattftnben, baß n>enn jene in 3<{(^Itn ge* 
geben ftnb, aud^ biefe in Labien burd^ Sied^nung muffen gcfunben 
n^erben t6nnen. 

^ie ebene Trigonometrie t{i nun bitjienige matfitf 
matifd^eSBtffenfd^öft, weld^e lebrt, au6 je brei befiim« 
menben @t&(fen eine^ ebenen S)reied(S bie übrigen, 
nid^t gegebenen, Stüde burd^ Sied^nung ju finbem 

$.8. CSfrflätttttg. 

S)a Seiten unb SBinfel ungleid^artige @roßen fntb, inbem ibte 
9Raße ftd^ auf t)erfdbiebene ©nbeiten belieben, unb Ufü^alb nic^t 
unmittelbar auf einanber belogen werben f onnen, fo f^at man anftatt 
ber SBinfel gewiffe t}on ber @r6ße ber Sßinfel abbangige unb f&t 
Heben SSBinfel (n)enigjten$ annaberungSn^eife) angebbare $abUnß 
grigen, bie trigonometrifd^en Functionen ber SBinfel, in 
bie JRedbnung eingefübrt* 

e^ fei (8tg-10 BAC = V ein beliebiger fpifeer SBinfel; fittt man 
t>on beliebigen fünften F, H, L be§ einen Sdi^enfelö AB bie Senf» 



tt^tm FG. HK, LM, auf ben anbtrn ©d&enfel AC, fo tfl 
AAFG (X5 AAHK~ AALM, »eil FG || HK 1| LM; unb bo^et 

1) FGjAF = HKtAH = LMtAL 

2) AGjAF = AKxAH = AM jAL 

3) FGjAG = HKtAK = LMtAM. 
ed ßnb \>a\)tt au<^ folgenbe £luottenten gktdd : 

PG_HK_LM 

^AF"~AH~rÄ 
AG_AK_AM 

'^^ ÄF "~ AH "~ AT 

-. FG HK LM 

*>i:e="AK=ÄK 
unb efcenfo bie untgcte^rten £lm)tientcn: 

,. AP_An_AL 

^FG— HK""LM 
AF^AHAL 

^^ AG ~ AR — AM 

ß AG_AK_A^ 

^^FG~"HK^LM 
1£At iClttottcnten in SBertialtntffe j|e jweicr Seiten dneS jwiW&eti 
ben ©c^enleln eine« fptfeen SBinfeld contlruirttn ted^twinfligen 
Drtletf« jiÄb ölfo für benfelben fpifeen ffilnfel bejHmmte unDerdnber« 
Itcf)e 3al()ten^ unb Ünnen babet jur SSefltmmung be§ aSinf eB bienen. 
Demi ifl ba^ SSerbaltnif Stpeier Letten eines recbtiv. S)reiecfd gege^ 
ien, fo ijt baS 3)teie(f feiner 8omt naä^ bejltmntt; aUe red^nv«. 
S)reie<fe, in benen biefc Seiten baS gegebene SSetb&ltni^ f)abm, ftnb 
befanittti^ if)iai^, unb bolzet aud^ bie fpigen SOSinfel in bemfaben 
bejieblid^ gleid^; e$ !ann fomit ber SBinfel au§ bem gegebenen SSer- 
loltntf gweietOeikn eined te4)tn>* £)reiecf$^ in weU^em betfelbe ent- 
IMItn i% eoüftniitt^ ttnb umgefebrt aud bem SSinfel ba6 SSerl^dlt» 
i<if ie )i9det Settin rineö in»if(l!)en ben (Sc^enfeln beffclben ange* 
mmmeneit tiü^t». ^xtitdB gefunben merben* 
^iffe fedif« ClttOtienteit ftnb nun bie trigonometrif^^en Functionen 

tie$ ®Ht(it$ v$ pxan nennt 

PP 

ben £Utotienten jp ben @inu§ be§ SBinfetö v ünb bejelc^net ib^ 

bifrt^ ba9 Symbol sin v 



AG 

t. &uot jp b« 6o{tnuS b. Sßtnf, v u* bej. il^ but$ b.^pmb. cos y 

Air 

AF -. - - ' 
» « pp • 6ofef ante ^j = ^ « s « s s ? cosecv 

AC* 

* ' AT * ®^'^"^^ ' ' » « ' - = - ' sec V 

* * FE ' ^^^^S^^^^ * ' s » s -• s i s cotangv^ 

Son btefett 6 £luottenten fmb iebod^ nur 4^ ndmlid^: 
@mu§^ (Softnuä^ Xangente unb (SotangcnU 
im ®Axanä) geblieben^ inbem {ul^ Sofec. unb @ec» leM^t auS htm 
®muS unb gafinuS ergeben, ^enn eS ift 

_AF_ 1 _ 1 

cosecv _pjg_ jpg _^g^ 

aF 

AG AG cosv 
AF 

SBon ben SSegriffen ber trtgonometrifd^en Function auSge^enb^ 
iDiefi^ btefelben beim fptl^en SStnfel ergaben ; fe|en wir nun fo& 
genbe allgemeine Segriff^beflimmungen für bie trtgom>metrif$ett 
Functionen feft, inbem wir unter ber bem SBinfet gegenuberftebenbe» 
Xat^üt burd^weg bie an^ einem ^uncte beS einen ®d)en!e(d auf bie 
Stid^tung be§ anbem ©d&enfelö gefällte ©enf rechte, unb unter ber 
anliegenben Aatbefe baSjenige 0tu(! be$ anbem SS^enfeld ober fei« 
ntt JBettingrtung t>erftel^en, weld^eS biefelbe^ t)om @(f^eite( a\a ge» 
re#iMf, abfjd^netbet. 

8&ltt man o«^ irgenb einem $un!te beS einen ®cl^entel^ cinf^ 
Aitff eU' eine ®enfre(||te auf bie Stidf^tung beS anbem ®ifmfM, ff 
*ei^ 

i) tir CUMüent beg SSerbiltniffed ber biefem SBinfel in bem ent< 
ftanbencn 2^eiecf gegen&berliegenben Statl^itt jur ^^t^votennfe 
bcffelbenbe^flinu^; 

2) ber ;iltt)»timt M Skr^altniffe» ber antiegenbrn Jtalbete tut 
{>9)>otenufe bev Sofinu«; 
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3) ber £luotient bcd SSer^altntffeS ber gegmubetUegenbeti Aatl^ete 
)ur anlifgenbm bte (trigonometrifd^c) SEangentr; unb 

4) ber £luottent t>t$ SSerl()a(tnt{TeS ber onliegenben Jtdt^ete jur 
gegenuberliegenbett bießotangente btefe$ SSmIelS. 

$*• 

, SaUt man (^tg* 2.) au^ einem beliebigen Dunfte B be§ einen 

©d^enfeK AB eineS jiumpfcn SBinfelS z eine @enfred&te BD auf 
ben anberen ©d^enfel AC , fo trifft biefe ni^t mebr ben anbern 
©d^enf el felbji, fonbern beffen SJerlangerunng AC' auf ber entgegen- 
gefe^ten Seite t)om ©d&eitel A. Sollen wieber bie SSerl&altnfffe je 
jweier Seiten beö entflanbenen re^tw- *DreterfS, ebenfo wie beim 
fpxi^cn SBinfel, aud^ ben ftumpfen SBinfel bejlimmen, fo mufl bie 
verfd&iebene Sage ber Seiten tiefet DretedS berurffid^tigt »erben, 
weil bie SScrbaltnijTe ber abfoluten SDiaße ber Seiten biefeö 2)reieÄ§ 
ebenfo gut bem fpifeen Slebenwinfel v=2R — z angeboren fSnnem 
©ne SSerf^ieben^eit ber Sage pnbet in biefem galle junadöft nur 
bei ber anliegenben Stattj^U jtatt Siefe faUt beim fpifeen SJinfel 
immer in ben einen Sd^en!el be§ S33infel§ felbft, beim^ftumpfen 
SSBinfel bagegen immer in bie SSertdngerung biefeö Sd^enfelö auf bie 
entgegengefefete Seite oom Sd^eiteL 9lo(l^ anbere 8Serfd^iebcn^ei= 
ten in ber gage ber Seiten be§ bie SEBinfelfunftionen gebenben rcc^t= 
toinfßgen S)reie(f§ ergeben fic^ bei ben conoeren SQSinfeln. ©iefer 
©egenfoife in ber gage ber Seiten jene5 ®retetf§ mufi ba^er an ben 
^Raffen berfelben bejeid^net »erben. 

5<i eine gtnie burd^ eine 3abl bargefteUt, fo jeigt biefe 3«^l an, 
tme oft bie ^Ra^mi^tit auf irgenb eine gerabe Sinie loon einem be« 
tiimmten fünfte berfelben auS aufgetragen »erben mu^, um bie 
»erlangte Sinte ju erhalten, hierbei i{l an unb für fid^ bie Sttd^^ 
tuttg, nad^ weld^er baB 9Ra$ aufzutragen ift , gleid^gulttg. SoK 
aber eine 2tnie t)on p— q = r ©nl^eiten aufgetragen werben, fo 
t9irb man bie Ednge loon r ©nl^eiten finben, wenn man erß p ®n< 
(Reiten tM)tf bem beliebig gen>at^lten ober gegebenen ](nfang$)>un!t A 
(Sig. 3.) einer beliebigen geraben ginie MN auf einer ber beiben 
iSeiten btefer £ime tttca bid B, unb bann Don B au$ q ©nbetten 
jgig/mt^, alfo nai) ber entgegengefe^ten Stid^tung ^tn auftragt; ift 
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imnaäf ßC=q, fo iftbami AC=p— q=r. Sft ober (gtg» 4) 
q um r ©nl^eiten grifier otö p, fo tvirb man, na^btm t>on A atrt 
naä) N ^tn p ®nbeitcn, unb »on bcm ©nb^junfte ß bet rrftaltenen 
Ätnic AB q©nl&eitcn, toit \>oti)tt , naä) bcr entgcgcngcfcfetch SRi^)* 
tung aufgetragen »wben ftnb, in biefem gaUe um r ®nl&eiten über 
ben }Cnfang§punft A auf bte entgegengefel^te @ette^ ttxoa btS C', 
l^inau^fommen^ xotil q um. r Smbeiten gr5§er, al$ p t{l* 3)ann fft^ 
wie Dor^in AC, fo jefet AC == p— q, folgü^, weil in bem le^stem 
gaße p— q = — r ift, AC = — r. SP bemnad^ (gig. 8*) AC 
= r, fo ijl (Stg.4.) AC'= — r. S)te entgegengefefete gage jweiet 
Äinten fieüt ftd^ iaf)tx an ben Solaren bcrfelben burd^ bie entgegen* 
gefeilten 9IedS)nungSjetd{)en + unb — bar. 

Slimmt man bemnac^ bte Sage ber Seiten be§ ©reiedS, beffen 
©eitenoerbaltniffe bie gunftionen eine§ SBinfeia geben, wie fte jtd(> 
beim fpifeen SBinfel ergiebt, aU bie urfiprunglid^e an, fo itnb für bie* 
fen Satt bie 9Äage ber Seiten bicfe^ rec^t». S)reieÄ§ abfolute 
äablen, unb bie SKaße ber Seiten irgenb eine§ foldben bie SBSinfel* 
fünftionen gebenben jDreiedf^ ftnb immer bann abfolute 3al|^bn, 
wenn bti Sage berfelben mit ber Sage beim fpigen SBinfel ubereim 
ftimmt^ negative 2a\)Un bagegen, fobalb i^re Sage bet Sagtibet 
entfpre^enben Seiten beiin f^i^en SBinfel entgegengefe^t ifl. 

^imta<j^ ergiebt fiii^ fbx bie gunftionen ftum})fer unb con9e)cet 
SBinfel golgenbeS. 

S)er Äurje wegen werben fortan bie abfoluten SKafie ber Seiten 
beö red^tw. DreiecfS, au§ welchem bie SBinfclfunftionen ermittelt 
werben, bie .l^ppotenufe mit r, bie gegenuberftel&enbe Äatl^ete mit y, 
unb bie anliegenbe mit x bejeid^net. S)ann ergiebt {td^ 1) für bett 
Ihtm^fen SBinfel z = 2R — v (gig. 2.) 

sin z == sin (2R — v) = -=- 
cosz = cos(2R— v) = m— = — — 
taogz = tang(2R— z) = J— = — ^ ' 

cotaDgz=cotang(2R — v) = = ^ 

f ■ y ■■ • ■ y.' i r . 
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b, b* bte Cinu« cined flumpfcti Sittftt« z^=2K — v 
ift ptfitit»; Oofinu«, Zangente nnb ^^tatijente borge« 

2) M (110.5.) ber SBmfel CAB = z conocr wib jmar 2R+ v^ 
«M V ein fpibcr SSintcI t(t, fo fillt bie Cetifre^te aud trgettb mtm 
fünfte B bed einen Ccbniteld AB auf Oen anbem AG ntiM^VbAC^ 
unb trifft nur befTen SJerUnaenmg AC in D, bie Sage imi y mtb x 
it baker be? Sage ber glcicbnamtgen Seiten beim f^i^ SBinfel ent^ 
ttgengefe|t, nnb babtr : 

sinx = ain (2R + v) = Hl = — I- 

——X X 
DOSZ := OOS (2 A -f- V)= = 

r r 

längs = tju.8(2R -{- v) = ~I = J- 

«oUngz = cataiig;(2R-f- v) = s= — . 

9fniid nnb Gofinu^ eine^ ceni^eren Sinfelg t^= 
2H-f-v Hub bemna^ negativ, Sangente nnb €otan^ 
gcntf bageg^n ;^ofitit. 

*) 311 (»g- &) bft Smtel CAB etnMr »* J«ar 4R— t, fr 
trifft bie au^ einem betiebigen fhmfte B bcd einen Sd^enlel^ BA 
onf btn ai*irn AC gif aSte e^iilrt^ ID yvor btefhi H^ fsUr 

ober unterbolb AC. 6^ i^ bober: 

^_ — ^ ^ 

suix = $uii(4A — v; = -^ = y 

cg&z ^= ca»(4R — v) = I- 

r 

täBf^i = taug (4R — v) = — :. = — — 

X X 

eoiajil^z = (^UDg (4R — v) = = — — 

9inn$, Sangente nnb Sotangente etne^ conoeren 
SinteU (4R^y) finb bemnacb scgati», ber fioftnu^ 
bagegen )^0fitH». 

St bie obfeltttm SBettbe twn \, y jnglei^ bcm fpi^ Sinfel r 
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mt^ptti^ti/ fo ergfim ficf^ au§ bent SSor^er^ddeAben nttl^ folgenbe 

äBtjfc^uttgm bcr ^ctiömn bcr SBinfel 2R— v, 2R + v^ 

4R ^^ y jii tcn gltk^namigen be§ fvii^en SBtnfeU v. 

sin (2Bi — v) = sin v. 

eos (2R — v) = — cos t. 

tang (2R -^ v) = — laog v. 

coiang (211 — v) = — coiadg' v. 

sk (2R -f- v) = — sin v. 

cos (2R -f- v) = — cos V. 

taDg(2R -j- v) = tang v. 

cotiiDl (2R -)- v) = celafflg v. 

sii (4ft — v) = — sin v, 

c#i5 (4ft -*- v) = cos V. 

N Un(^ (4H — V) = — lang v* 

cottDg(4R —►*¥) = — eotang v. 

> Sd laffen ft^ alfi) bie Suttcltonen aUtx jiumpfen unb conberett 

Sßintet jurüdEfubren auf bie gleichnamigen Functionen beflimmter 

fmgen SBtnfa. 

i. «. CMlätlillli* . 

SSon (wei SSMnfeltty btteft @umme gleid^ 2R i% (leiftber eine bit 

^\xy^pUtt(tnimntt\, obet baj^u!p|)lement be§ anbern. Sf^ 

bemna^ z ein beliebiger SSSinfef^ f leinet als 2R^ fo^ i{l2R — 2^ 

befftftt ®x)pvl^ft>«^ttt>lttfeU 

(Sd ift b<inna4 ber @inu^ jebeS concat^en äBinfeld z gleid^ btm 
^xnu4, unb Ux (&o^tuS biffelben ^leid^ bem negotioen (S^ftou^ 

feinea @upplementtt)infel§ (2R — z); bie (g^^^t J^^^^^^' 

cat>tn SBinfeB z gleid^ ber negativen (g x . J f«ned ©uip* 
^>lementwinfete 2R — z. 

2Beit ein SBinfel t)on ber S^tttr 4R -f- v, 4ftR + v, nur ber dnU 
fle^ungdart nac^^ nic^t aber in ber &}irlli4^1eit Dpn bem SSinfel v 
l>erf<!^ieben \% fo ift sin (4nR -f- v) = sin v. 

cos (4nR -f- v) = cos v* 

tang (4nR -{- v) = lang v. 

coUng r4DR' 4* ▼) =±^Mi^ Vi 
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Mr[(4Ä + »)» — ▼]= si.(4«R-h2R — T>=r 

«(Ä — T)= Mm.r 

ski[(4«-h2)Il+^l= «■ (4rflH-2R-hv) = 

(2R— t) = — sin.T 



co8[{4a-2)R-v]= «(4rfl-f2R — V) = 

CO» (2& — V) = — €«B. T 



«« r(4« -:- 2)R -+- vi = om (4iA-r 2R -r t> = 

(211— T) = — 



tws [<•*■ — 2) E — t] = Ub^ (4bR -H 2ä — t) 



<44mr [v4a — 2) R — t^ = e#iup (4bR — iR — t> = 

tUams <Ä — t) = — ctg- V 
cttU»|; ;v4" — -) * -^ ^: = «•»■? I** -r- 2R — T> = 

-^ T^ = 



t 11. 

ctt(«i t(4|tc9i Sixf c!, fr if t. (^"* ^^) *«• «^^" 
*^"* (^ J*^'"* , ) tc§ M^rra Siatrl^, int 

fHltwai BD faän^ Mir ikC, %^it J^ABD =w sol^ T<f v 

^R. Sbn^ 






mit PM^C =^-:- 

X 



4Ka^ ^ fBKV "^= — 



r 



milfit «KV = ÜW, 
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'Semer iftt|ingy=:Z 

y 



folglid^ tangv =; coungw» 
(Snbltd^ ijl cotangv = -- 

y 

unb langw ==r" 

« 



folgltd^ oolangv :ss taDgw. 

SSon iwü Sßinfeln, beten Summe glet(|) R t{l; bttft ieber ba» 
6om})Iement/obtt bet QompUmtntminUl Ui anbertt 3ft 
«ffo v+ w = R, fo Ift V £= R — w ber (Somplementwinfel ju w> 
Imb w = R— ▼ ber (Semplementwintel ju v. 

S. 18. 3iifa^ 

Set Sag §. 11 li^t fl^ ba^etr au(|i, note folgt, au6f})tred^en: 

feines 6omptementmtnfel$; unb umgefel()rt; 

b. ^. sin(R — v) = cosv taDg(R — v) = cotangv 
cos (R — v) = sin V cotang (R — v) = tangv. 

3pveinfpt8er2Jinfet, fo t|l 

1) sin (R+ v) =r cosv 

2) cos (R-f-v) ±= — sin v 

3) lang (R+v) =5 — cotang v 
. 4) eöiang (R+v) ax.~ tg v 

5) sin (3R-f-v) = — cosv 

6) cos (3 R+v) == sin v 

7) lang (3R+v) = — colg v 

8) cotang (3ft+v) = — tg v 

'«e»ri«. e« fei(gt8.9.) ^BAF = R+v, folflli*, wennAC^ 
fn A auf AB fenfrec^t gejogen wirb, Z CAF = v. %aUt man 
vm Um beliebigen Dunfte F be« ©c^enfel« AF auf HB' ^vt«^^*> 
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r«(bt( ¥a unb auf AC bie emhtdbte FH, fo tft in bem Stecktet! 
AHI'U I KU^All, unb AG=liF. Sril mm 

AH 

unb .-p 5= WM V l^, f» i^ au^ 

l. ÜK (H -f v') = coa V. 

u Kli AU AH 

<9* Vit Vt^ )«ll> MUk*kfi««Mn«a*iB4F=sUl-rT 

-V. littt iBoii wrtur w» Xi Nffütuc farft» F >■? g^j» 
h(i» Al^ 4ttf HR MOüttt ^«AifMdM. AB ^ gci&ri Ka t fG, mfr «b 
t^^ ttt «M«e«^ FH,, it^ 3t ^ i>att 9l«4fMf GAHFs FK = ^ 



AF 



tRiiiiltib i liHt '<^ ffi .5- ^, 



^iw»t(ft*i . -44?^ ^ ^:w*r^Ä ^ Jt ^;vi =1«.^ 



^ 

1 






cotang [(4 n -f 1) R + v] = colg [4 nR + (K -f v)] =s= colg (R -f v) 

= — tgv 

sin[(4n + 3)R+v] = sin [4nR + (3R-f5^)] Ä^sin(3R+ v) 

= — cos V 

cos[(4n+3)R + v]= cos [4na + (3R-fv)] = eo*(.3»4-v) 

teng[(4n-f3)R+v] = tg[4nR+ (3R+v^s=: ,.tgtaÄ+ ») 

= — COtgT 

coUng[(4n+3)R+v] =cotgr4ttR+ (ilR+v)]=rcotg(3R+ v) 

== — «g V 

@o tDte Stnien finnen aud^ SBinfel ber Sige no^ entgfigengefe^t 

. fein, wie Z »AC unb Z. B'A€^ 3il t(*)n Z B*C t= Z #AC 

unb Z BAC = z, tDo z ba§ 2Raafi be§ 3SmSiIS.BAC.JM{cU|^, 

fo mug aus benfelben ©runben, »ie bei Sinien (t>gl, §. 5.), bad fRaaf 

be§ SBinfeW B'AC = — z fein^ 

6S laffen ftd^ nun aixä) bie ^unf ttonen negatit>er SBtiiCel bur^ bie 
gleid^namlgen Sunftionen poftttt>er SBinfel auSbrudfen. 

(g§ i|l 1. sin ( — z) = --- sin z 

3, cos ( — z) = cos z 

4. lang(~ z) = — lg z 
4, cotg( — z) = — cotgz 

S5ewei§. 60 fei (gig. 11.) ZßAC = Zß'AC, unb bie Sage 
beö SBinfelS B'AC ber be§ SBinfelS BAC entgegcngefefet. äiebt 
man ton B BD fcnlreii^t auf AC, unb DcrtSngert man BD, bi« jte 
ben @<l&enfel B'A in B' trifft, fo ipABDA^AB'DA^unb bolKr 
BD = B'D, unb BA = ß'A, forglid^ aud^ ben abfoluten mtUm 

nad^: 

ßD_BD 

BA~ßA* 

aScU aber B'D bet Sage nad^ BD entgegengefel^t ift, fo iji mit 
S3etu(!fid^tigung biefcS ®egenfa^e§ ber Sage: 

BD _ BD 
BA ^ ß'A^ 
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BD 

Slun tfl gY = ^^^ BAt] = sin z, unb 

B'D 

-^ == sin B'AC = siQ ( — z), 



\ 



fblgläj^ sia (— z) = — sin z. 

germr ift, weil AB = AB', a\i^, fowo^l bem obfoluten SBcrtf)e^ 
«K ber Sage na<l^ : 

AD AD 



// 



vi. AB"" AB 

olfo, w)eit-^ = cos z, unb jg-, = cos (— z) tft, 

cos ( — z) == cos z. 
BD B'D 

tfiüfr^ligttng bet Sage! 

BD _ BD 
DA ^ DA* 

folglld^ tang (— z) = — lang z. 

DA DA 
enbltd^ tjl oud^ BD = BO)' ""*^ "^^^ »eriirfftd&tiaunfl ber gager 

DA_DA 

BD ~ BD 
olfo — cotg z = cotg ( — z). 

sin z . 

gur ieben ffiinfcl z ijl lang z = ^^ unb colang z = 



• («ig, 8.) 



mn z 

1. Sil z < R, fo ip tang z = -^ . 2)it)tbirt man Zaf)ln unb 

gienner bur^ r, fo ift 

JL • ■ 

a) langz=-^ 

r 
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V X 

SRun ijl -^ = sio z, — = cos z, folfllid^: 

sin z ^ 

laoff z == • 

° cos a 

X 

h), 6§ ifl cotaog z = — * 

y 
2)it)ibirt man noieber 3ai)(er unb 9lenner burd^ r, fa ift 

X 

r cos z 



cotaog z = = — 

^ y sm z 

r 

^uf bieff(beSS3eife tann, mit gef^erigef SSetu^d^tigung ber3eidS)en^ 

bet S3en)d$ fb ade f(um)>fen unb attc conüerm SBinfel geführt 

noerben* 

gut ieben SBinfel z ifl sin2z4-cQs*a = l, 

Sbttoti^. (Sig. 80 3{i z ein fpil^er SSinlel unb BD fenhecbt 
auf AC gejogen, unb Aß = r,BD=. y, AD'^=z x, fo i|l nad^ bent 
9>9tl^agoraifd^tn eei)rfa$e 

X^ -\- J^ ss: r*, 

folglid^/ u>enn man auf beiben @eiten mit r^ bioibitt: 

^2 y« r* 

>2 



'•^(f)'+(f)=.. 



9lun ift — = cos z 

r 



y 

■^ = sm z. 
r ' 



folglid^ . cos^z+ sin«z = 1. 

3? z ein Rümpfet ®inf cl = 2 R — v, fo ift 
sin z = i^n (2R — v) = sin v 
cosÄ == cos (2R — v) = — cos V, 
ba^et sin*z + cos^z = sin^v-f- (— •osv)«^ 
SBeit aber (— cosv)« = cos«v, fo iff, weil v ein fpifeet SB. ift: 
sin^z + C0»«z = siD«T -f cos^r^^'h 
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I 

S. so. 

Strmtttelfl ber betben tH)r^trgebfnbett So^e laflt ftc^nun, toetm 
eine Sunttion etned SStnteK gegeben i^, bterou^ iebe ber übrigen 
ftnben. SRon ftnbet (etdbt folgenbe Sormeln: 

cos Z = Y 1 — 81I1*Z -/• 



/"l + UDg'z V^l+COlg** 

= 1^1 — cos*z = 



taog z 1 

V l+UDg*Z V 1+ cotf *z 



sin z sin z VT— cös*z 1 

cosz vi — sin«z cos z colg 

cos z V 1 — sin*z cos z 1 

coUng z = — s^ = 



smz sinz /"l— cos*z **"? 

S.S1. 

3fl Zz = 0, fo tjl y = 0, X = r, folglt« 

sinO = - = 

r 

cosO = ^ = l 

r 

Ung 0=^ = 
r 

. cotang = ^ = <x> 

3flZz = RJoijly = r,x = 0, folgli« 

sinR=- = 1 

r 

|cosR=- = 
' r 

laDgR=^ = oo 

colangR= — = 0, 

r 

3jl /jL = 2R, fo ip y = 0, X = r, folgRc^ 

siD2R=- = 

r 

cos2R=— - = — 1 
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lang2R = =0 

cotaDg2R= — ~ = OD 

sin3R=— ^ = — i 
r 

cos3R= - = 

r 

taDg3R= — j^ = oo 

coUDg3R=. = 

3fl Z« = 4R, fo ijl y = 0, X = r, folg«* 

siD4R=~=0 
r 

cos4R=— = 1 

r 

tang4R=^ = 
. r 

colaDg4R=— = CO 

TLü^ tiefer 3ufanitnen{leIIung unb bem ®efe^e (§* 1), ba^ bte %uvh 
tionen ber SD8tnfel 2R — v, 2R+v, 4R— v, i^ren obfoluten SBer> 
tden na^, ben gletdEinamtgen ^unfttonen bed fpt^en SßinfeK v gletdS^ 
Unb, ergtebt ftdb fd^on, baß bie^ Sune^men unb TCbne^men ber %unh 
tionen inncrl()a(b beflimmter ©renjen pertobifd^ ift. 3)aö ®eff| 
tiefet Sunel^mend unb 2(bnc^men$ ber berfd^iebencn trigonometrtfd^m 
Sunttionen berSBtnfel laßt ftd^auf foIgenbeSSeife anfdfiaulid^ magern 

Um bte befonberen SBert^e, trclc^e biefe gunftionen ffir jebe mög« 
lid^e ®r6ge eineöSBBinfelS crl^alten, mit einanber bequemer tjergleid^en 
ju fönnen, tji eö jroecf mäßig, biefe Sunftionen fo barjujleUen, bafi 
bic biefelben auSbtudfcnben iQuotienten fammtlic^ gleichnamig ffnb* 
SDlan erreid^t bieS bei ben gunftionen SinuS unb Softnuä baburd^, 
baß man bie g^cftenfel be§ S3Jinfel§ einanber gleich ma^t, weld&e* 
Jbefanntlid^ auf bie ®r6pc eine« SBSinfeW feinen ein^u^ ^^t> l^^icsSx. 



1 
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Ir f^ritt @tnu§ «inea flum)>feil ^tnfel^ z::±=2R--v 
i$ pdfiHt)v:6ofiitu:d, Sairgente tin» Cetatijente b^tge:: 

2) 3fl (gig-5.) ber ®mfcl CAB ==:z conDejt wtb jt^ar 2R+ v^ 
t»o V ein ftrffecr ©Intel ip, fo fillt bie ©enfre^fe aud ttgenb emem 
fünfte B M einen ©d^enfeld AB auf t>in anbern AC nnler^lfr AG^ 
unb trifft nur beffen SSerlangerung AC in D, bie 8age twn y unb x 
ift bufter bet Sage ber gletc^amigen @etten beim f^i^ SBinf e( ent^ 
gegengefei{}l^ unb ba^er : 

sinz = sin {2R + v) = ~_Z = — L. 

r r 

cosz = cos (2R + v) = = 

r r 

tangz = lang(2R + v) = ^1 = L 

, , V TT 

cotangz = cotang(2R4-v) = s=: ^. 

— y Y . ■ . 

^xnud unb SofinuS eine^ cont)eren S3in!ei6 z^ 
2R-f-v fiwb bemnai^ neg«tit>, SEangetife unb -Sotant? 
gentt bif^e^en i)>ofili^. 

3) 3fl (8id' *•) ^^ SSnfet CAB eenioer unb imar 4R— v, ^ 
trifft bie ou§ einem beliebigen g>u»fte B beö einen ©d)enfete BA 
auf bni anbetn AC g^faUte SenfredH^ *<> itt^^^i^ ^i^f^ f^IH^/ f&Ut 
aber uriterl^ialb AC« 6§ ift ba^er: 

SIDZ = siB(4R — v) = — - = — — 
cosz = cos(4R — v) = — 

s 

tangz = lang (4R — v) = IT-^ = — — 

cotangz = colang (4R — v) = = 

©inuS, Jtartgente unb ßotangente eineö cont>eren 
SBinfel« (4R— v) finb bemnad^ ncflatil), ber ßofinu^ 
bagegen pofitib* 

f. f * 

1£>a bie abfoluten SHBertl^e t>on x, y jugleid^ bem fpifeen SBBinf el v 
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eirtf^)red{i<n/ fo ergeSoi ft# aua betit aSor^erftcl^eftteit tml^ fotgenbe 
«esie^unfle« t>er »»ctiomn ber SBBinfcl 2R— v, 2R + v^ 
^ _ y ju Ben gleid^amtgen be§ fiptl^en äBittfeM v. 

sili (SU — v) = sin v, 

oos (SR — v) = — cos T. 

lang (2H -*- v) = — lang v* 

colang (3ft — v) = — cotadg" v. 

ski (2R -f- v) = — sin v. 

cos (2R -f- v) = — cos V, 

tang(2R -f- v) = lang v, 

€o6id| (2R -j- v) = colafag v. 

sii (4R — v) = — sin v, 

coB (4R -**• v) = cos V. 

>. tang(4R — v) = — lang v» 

cotaiig(4R -*^ v) = — colang v. 
^ Sd laffen fi^ alfi> bte Suncltonen aOer ftum^fett unb cont>ei:enr 
aSinlet jutücffubrcn auf bte glcic^nomiflen Swnctionen bejlimmtcr 

SSon (tuet SShnfelt»^ btteit @umme QUiä) 2R ift, ()etpt bct eine bir 
^ny^pUttitnimnltl, 06er bafi^u^plement bea anberm ^jl 
bemnad^ z ein beliebiger SBinfef^ f leinet al§ 2R^ f(^ i{l 2R — z. 
befiV« ©ujJipIemetittbinfeU 

6^ ifl b<inna4) ber @inu$ jebe^ conca^n SBinfel^ z ^UU^ htm 
^\n\x4, unb ber &>$fttui befietben ^leid^ bem nego^ea (Softou^ 

feinel @u»)plementtpinfeia (2R — z); bie (J^^^ )eine«e(m» 

cat)en SSBinfefö z gleid^ ber negativen (ß^^^"jA ) feinet ®up^ 
plementwinfeW 2R — z, 

SD8eiI ein SBinf el t>on ber Scrttr 4R -f- v, 4iiR + v, nur ber @nt« 
fle^ungdart na^, nic^t aber in ber 9SirfU4^teit loon htm SSinfel v 
Detfd^teben ift fo ift sin (4nR + v) = sin v, 

cos (4nR -f- v) = cos v* 

lang (4nR -f- v) = lang v* 

cotang C4nR' 4" ▼) ^=^fcoiii!Äfg v. 
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«iif [(4tt;-f 2) a ~ V] = sin (4dR + 2R — v) ä 

sin* (ÜR — v)= . fiiii. v 
sin [(4n -f. 2) R + v] = sin (4bR + Sä + v) = 

sin (2R — v) = — sin. v 
€0s [(4n -|- 2) R — v] = cos (4nR + 2R — v) = 

cos (2R — v) = — COS. Y 
cos [(4n -I- 2) R -f v] = cos (4nR + 2R -f- v) = 

cos (2R •+ v) = — cos. V 
lang [(4n + 2) R — v] = teng (4nR + 2R — v) = 

lang (2R »— v) = — lang, v 
lang [(4n + 2) R + v] = tan^ (4nR + 2R + v) = 

lang (2R*-f' v) = lang, v 
€oUng [(4n + 2) R — v] = coUng (4nR -f 2R — v) = 

colaog (2R — v) = — ctg. v 
cotang [(4n + 2) R + v] = cotang (4nR + 2R + v) = 

cotang (2R + v) = qtg. v. 

SP bie Summe jtt)etet ipi^tn SStnfel v unb w gtetd^ 
<ijiem te^Un SBinf et, fo ijl b. f®*""^ . ) iti einen 

^^^^^ (b!eStln"/ente)*'^^ önbern »infelö, unb umge* 
im (giß.?.). 

«e»et§: Sil ZBAC = V 'ein beöebtget fjjtfect SS8inW unb 
iU^man BD fenfre^t öuf AO/ fö {jt Z ^ßÖ = w unb v+ w 
äR.. SBuntil 

• _ y 

r 

I . I _ . f 

- • ■ I 

i / "• • ■ ■ V 

unb cosw =±- 

T 



i ' folflli4> siuv = cosw. 



f/ . 



^enföiilcosT= — 



* ■ '.) :\ J'. 



X 

smw = — 
r 



folgU^ cosv = sinw» 



■ *..•»)■ 
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— J 



' %tmtr ijl t^gy = Z 



.> ,. eolaiigw 



folgltd^ tangv =t:CoUiigw* 

X 

(Snbltd^ ijl cotang V = -rr 

y 

■ » ■ ■ X 

unb <angw == -y- 

« 



folgltd^ colangv =53 taogw. 

SSon {»et SBififeln^ beten Summe glei(|) R t{l; btifit ieber ba> 
6omj>lemenl, obeif b«: 6omplementwin.f el beä önbetit 3ft 
«ffo v+ w = R, fo 4ft v= R — w bet (Somplementwinfel {tt w» 
mA w = R*— ▼ ber (Sem)>Iemetth9mtel ya v. 

Set Sag §'• 11 li^t ft^ ba^etr aü^ tbte folgt, au6f^red^en: 
feinet 6om))tementmmfel§; unb umgefel()rt; 

b. ^^ sin(R^ — v) = cosv taDg(R — v) = cotang v 
cos(R — v) = sinv cotaDg(R — v) = langv, 

3ft V ein fpifitr JHJinf el, fo ift 

1) sin (R-f- v) = 008 V 

2) cos (R+ v) = — sin V 

3) lang (R-f- v) = — cotang v 
. 4) eoiang (R-j-v) =& — tg v ' 

5) sin (3R+ v) = — cos v 
• 6) cos (3 R+ v) = sin v - 

7) lang (3R+v) = — colg v 

8) cotang (3R+v) == — tg v 

'«e»rf«. & fet(8t8.9,) ZBAF = R+v, folgli*, »ennAC^ 
fn A ouf AB fenfred&t gejogen wirb, Z CAF = v, %aUt man 
tm Um beliebigen fünfte F be§ ©c^enfetö AF auf BB' bie ©et** 
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xt^tt FG unb auf AC bte ©enhcd&te FH^ (o ijl in bem JRed^tcc 
AHFG t FG=AII, unb AG=HF. SBBeKnuit 

sin BAF = sin(R+v)=-jj,«?5-^p 

AH 

unb -gp = oo6¥^, f04jl aud|' '■": 

1. sin (R-f-v) = cos v. ' 

tferntr i|i 2. co8(R+v)=— •^=— jp-==— sin v. 
,„ , , FG AH. AH 

3. Ung(R + v)=— jg=:,— ^gj,:^— gp.=-^cotgv. 

AG — W HF 

es 1^ (iSid. la) enMii^ btt cent^n ISitt^ BAF ^ ?A + v 
.1«l9(t(^,.tMini «Mtt in A auf AB^ir Stq^f^tt CC iU^, Z.J^AC 
= y. S^nt man rokUt «on itxm ,i>(ik biam fl^tilte F btS @4eti< 
!etö AF auf im anbern ©d^enfel AB bte @en!re(^te FG, unb auj 
CC'.bie.^&<*te.FIJ, foljl tn bttn füti^tti GAHF «FG = AH, 
FH^.GA, .^8t|lbat)er 

h.mtZ. BAF = sin (3 it + v) = =^ = TT^ =^5 

••■.<,' 
i • . . . ■ . . . ' 

= — COS V, 

1-f j .£*« . -r^Wi — AH .: AH 

8. coUng(3R+v)=:^=i j^=^-J2^^^ 

SBeil bte gunfttonen eineSÄmW^ 4dR:+ z gW* bcncn bei 
IBinfelS z ftnb, fo iji (§. 14) ^ , . . 

sin[(4n + l)R+v]= sin.[4iiÄ +(R+^^] — sin(R + v; 

3= COS V 

cos[(4n + l)R+v]=5 qos[4ÄR-f ,(-IVHnv)]= w(R + v: 
' l«ngK4n +.1)A T^WJ = taiig[4nR + (R -f-.v)] :=5tang (R 4« MJ 



cotang [(4n -f 1) R + v] = colg [4nR + (R -f v)] Ä.colg(R + v) 

= — tgv 
sin[(4n+3)R+v]= sin [4nR + (3R-H^)] =^sin(3R+ v) 

= — cos V 
cos[(4n + 3)R + v] = cos [4na + (3R-f v)] = eoft(.3»4-y) 

lang[(4n+3)R + v]= lg[4nR+ (3R+v)].?^ IgtaÄ+v) 

= — COigT 

colang[(4n + 3)R+v] ==cotg[4ilR+ (4R+v)]=colg(SR+ v) 

@o tDte Stnten finnen aud^ Sßtnfel ber^^ige mng entgegetmefe^t 

, fem, wie Z *AC unb Z'B'AC. 3il bo^cr Z BAC = Z »^AC 

unb Z BAC = z, tDo z ba§ !maafi be§ SQkfStlS BAC, |M)tU^, 

fo muf au§ bcnfclben ©rfrnben, vif bei öfficn (ügl. §. 5.), baö STOoafi 

be§ SBSinfcK B'AC = — z fein*. . 

6^ laffen ftd^ nun a\xä) bte ^unftionen negattt>et aBMel bur^ bte 
, gtetd^namigen Sunfttonen poftttioer SBinfel auSbrudfen. 

(g§ tjl 1. sin (;— z) =r — sin z 

3. cos ( — z) = cos z 

4. lang(~ z) = — lg z 
4, cotg (— z) = — cotg z 

* S5cwci§. eöfei(gig. llOZBAC = Zß'AC, unbbicgöge 
beS SBInfelS ß'AC ber bc§ SBInfelö BAC entgegcngefefet. äie^t 
man ton B BD fcnlttdj^t auf AC, unb tJcrtSngM man BD, bt« jte 
ben @<l&enfel B'A in B' trifft, fo tft ABDA^ AB'DA^ unb bolKr 
' BD = B'D, unb BA = ß'A, fotglid^ au(& ben abfoluten aBurtten 

nad^: 

ß»_BD 

BA~ßA* 

aScU aber B'D ber Sage na<l& BD entgegengefel^t ift, fo ift mit 
S3er&(!{td^tigung biefcd ®egenfa^e§ ber tage: 

BD_BD 
BÄ ^ ß'A^ 



< 
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BD 

^"^ ift ßx = ®'" B^t] = sin z, unb 

B'D 

-^ == sin B'AC = sin ( — z), 

•folglW^ sia ( — z) = — sin z. 

germr ijt, weil AB == AB', (nwicj, fowo^l bem abfolutcn ©ertf)e^ 
«tö ber Sage na<l^ : 

' AD_AD 

Ji AB"" AB" 

olfo, W)eit-^ = cos z, unb jg-, = cos (— z) ift, 

cos ( — z) == cos z. 

'^ BD B'D * 

;(Bbenfo ift gT=~i)T*^ abfbilutenSB8ert()e «a.d^,.unbmitSBf« 

tfttffr^tlgöng ber Söge: 

BD _ BD 
DA "^ DA* 

9l«n tfl -g^ = Ung *. u^ = lang (— z)/ 

folglid^ tang (— z) = — lang z. 

DA DA 

©iblid^ ijl oud^ bd = BD' ""*^ "^^* »erftrfftd&tigung ber gage: 

DA_DA 
~ BD ~ BD 

olfo — cotg z = cotg ( — «)• 

sin z - , 

S«r ieben ffiinfcl z ijl tang z = ^^^ unb coiang z = 

1. Sji z < R. fo tft lang z = -^ , 3)ibtbtrt man 3öf)ter unb 
gienner bur^ v, fo ift 



a) lang z = 



r 
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y _ • X 



Slun ijl ~ = sin z, — = cos z, fofglid^: 



lang z =: 



sin z 



\ 



cos 2 

X 



bX @§ ijt colang z = 

y 

35it>ibirt man wicber 3a()Icr unü) 5Wenner burd) r, fjo iji 

X 



r cos z 

cotaog z = = -: ♦ 

° y sm z . 

r 

Xuf bicfelbcSBScifc fann, mit 3c()W9eta5erudficl&ti8ttn9 berSeid&cn^ 

bcr SBetDciS^ äße jlumpfen unb aüe contjcrcit SJmfet geführt 

»erben» 

gut ieben SBinfel z ift sin^z-j-cos^ajzzzl, 

. SBewetö. (gig. a) Sft z ein f^pifeet SBSinfet unb BD fenfredbt 
auf AC gejogen, unb Aß = p, BD = y, AD'!=: x^ fo ijl nacij) bent 
^9t^)ogordifd&en 8e()rfaSc 

X* + y* ssr r*^ 
folgÜd^, wenn man auf beiben ©eiten mit r« bioibirt: 



x^^ , y«^ r^ 



'•'■(f)*+(f)=>- 



9lun ift — = cos z 

r 



y 

^ = sm z, 
r ' 



folglid^ cos^z+ sin«z = 1, 

3ft z ein ftumpfer SBinfel = 2R — v, fo ift 

sin z'= i^n (2R — v) = sin v 

cos± = cos (2R — v) = — «OS V, 
t>ai}tx sin«z + cos^z = sin^v-f (— cosv)«* 
535^(1 aber (— cosv)« = «os«v, fo iji, weil v ein \px^tx SB. ift: 

«in^z + cos-z = sin^T -f cos«v=t="l» 
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S. 90. 

SSermtttelji ber beiben t>orl^erge6enben ®d^e laft jtd^nun^ wenn 
eine Sunttton eineS SBinfefö gegeben ift, hieraus iebe ber übrigen 
ftnbm. ÜBan finbet letdbt folgenbe Sormeln: 

cos Z = V 1— Sm*Z -7- ^ . ==- = /■:,—, ^ =T=7= 

V 1 + tang«z V l+colg*z 



sinz 



^ tans z 

= V 1— cos^z = ^. . ^ -- — = 



/"l+tang*z V^l+coig*z 

sin z sin z '/l — cos^ 1 

cos z Y 1 — sin^z cos z cotg z 

cos z V^l — sin^z cos z 1 

«otang z = —. = -. = ^ - =: ^ 

" sin z sm z yr j cos*z **"S * 

- 3|lZz = 0,fotily = 0,x = r,foIflIt« 

sinO = - = 
r 

cos = — = 1 

r 

lang = — = 
r 

. cotang = ^ = 00 

3ft Zz = R/ fo ijl y = r, X = 0, folflli* 

sinRz=I- = 1 
r 

|cosR=- = 

laDgR=J- = o^ 

colangR = — = 0. 
3? Zz = 2R, fo ijl y = 0, X = r, folfltl* 

sin2R=^ = 
r 

cos2R=— ~ = — 1 
r 
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lang2R = — — =0 

r 

r 

C0taDg2R= -r- = OO 

Sil l%- 3R, fo tjl y = r, X = 0, folfllid^ 

sin3R=— ~ = — 1 
r 

cos3R= — = 
r 

tang3R= — -^ = co 

coUng3R=. = 

SU Z» = 4R, fo tji y = 0, X = r, fblaltd^ 

sin4R=-=0 
r 

cos4R=— =1 

r 

lang4R=— = 

r ' 

C0laDg4R = ~ :=: OD 

1CÜ8 biefct SufammenjieHung unb bem ©efefee (§♦ 7), baß bte gui* 
tionen ber SSSinW 2R — v, 2R+v, 4R— v, i^ren obfoluten äBer» 
t^en nad^, ben gletd^namtgen ^untttonen beS fpilgen SBmteld v gleid!^ 
itnb^ ergtebt ftd^ fd^on, baß bie§ Sunel^men unb 2tbnel^men ber Suntt 
tionen innerhalb befltmmter (Srenjen )>ertobtfd^ tft* 3)a$ ®eff| 
^tefe§3unebmen§ unb 2fi)ncftmen§ ber t>erfd&tebenen trtgonometrtfd&eti 
Sunf tionen ber SBinfel laßt jtd^ auf folgenbeSBeife anfd^auli^mad^eii« 

Um bie befonbercn SBcrt^e, »cld^e biefe gunftionen für jebe mjg« 
lid^c ®r6ße eine§SQ3in!eIS erl)atten, mit einanber bequemer t)erglei^eÄ 
ju fonnen, ijl eö jwecfmaßig, biefe gunfttonen fo barjujlellen, baß 
^ie biefelben auäbtudfenben Guctienten fammtlid^ gleichnamig fmb» 
5Dlan erreid&t bieS bei ben gunftionen SinuS unb Goftnud baburd^, 
baß mön bie ^c^enfel be§ SBin!eI§ einanber gleid^ mad^t, loeld^e« 
Jbefanntlid^ aitf bie @r6ße eineg SßinteB (einen Sinpiuß i)at SDtatt. 
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man jt^ ferner ben einen (Sd^enfel fejl^ unb ben anbern um ben 
©d&ettel bemeglfd^, fo burd&lauft, wenn man ben bewcglid^enSd^enfel 
eine ^anit Umbrebung mad^en Idfit, ber oon ben beiben Sd^enfeln 
gebtlbete Sßintel aUt mSgltd^en ©r^gen eine^ 9SMn!et§. S>a iugletd^ 
hn (Snbpuntt be§ bemegltd^en @^,enM6 einen ^rei6 befd^reibt, fo 
ftellt biefer aüt moglid^en Sagen be§ beweglid^en ©d^enfelS bar. 
Seil enblidSl' bie Sänge ber ® d&enf el, ober ber SRabiüS be§ auö bem 
©d^eitel ju befd^reibenben ÄreifeS wiUfurlitt) ijl/ fo fann man, obne 
ber ÄUgemeinl^eit ßintrag gu tbwn, ben |)albmeffer biefe^ Äreife^ 
gleich ber Sangeneinl^eit nel^men, woburcfi ftd^ jebe ber obigen gun^ 
tionen burd^ ba§ fBlaa^ einer einzigen «inie barjleüen laßt» 

eö fet bal&er (gig, 12,) in bem Äreife um C, beffcn ^albmeffet 
AC = 1 fei, ber ©urd&mejfer AB, unb auf biefem ein 2ter 2>urd[)^ 
tneffer DE fenfred&t gejogenj AG fe{ ber fejle, unb FG b«r bö»eg= 
Itd^e ©d&enfel be§ ju erjeugenben SBKnfelä. %hUt man t)on F auf 
AC bie ©enfred&te FG, fo ijl 
, FG 

FC ^^ **° ^' 
folglid^, ba FC = 1 ijt, wenn unterFG baS jKaafi t)on FG für FC 
al8 Sin^eit oerftanben wirb: 

FG = siu z. 

rc 

% gerner ijl ~ = cos z, folglid^, ba.FC = 1 ijl, 

GC = COS.Z, 

3. etri(fe{?t rem in bem enb^?unfte A beö feflen ©d&jenleW eine 

Sfci^e^eiAJkJjauf AC, wetd^e au^ betannten ©runben eine SEan^ 

gente beS>fd&rifbemn^eiteS. ifi, unb oerlangirt man ben beweg;; 

Bd^^^wle^FC, bis. er bie Tangente AM. in Mf^neibet, fo ijl 

in bem r?d^|wtAtIigen S)reie4 AMC : 
AM , 

folglifj^ ;ftt¥ AC a(« ein^eit; 
AM:i= Ung %4 

4« Grw&gt man enblid^, bap (§« 13.) bie 6otangente eineö 9Bin^ 
f iU ^fAä^ ber S^tigente feinet Somiplementwinf eU if^ fo- wirb mm^ 
itm eine Sinie ju conftrmren, beren S!HciCi% gteid^ ber Sotangente 
line« gegebnen S^lelö i{l> nur nit^ig ^en^ auf bie üori^ ange? 
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ybeite SBeffe bie Sangente US SBtnfefö FCD = v ju confhrufrctt» 
tKan errichte ju biefem 3»e(J tn D, bem ßnbpunfte beS fenfred^tcii 
®urdf)mefferS^ eine ©enfred^te ND auf bemfelben, weld^e ®enftfed&tc 
ebenfalls eine SJangente be§ Äreife§ in D ijl, unb üerlangete ben be» 
tüeglid&en ©d^enfel FC , bi§ er biefe Slangente in N fd&neibet, fo ift 
baS ©tud berfelben ND, totlijtS iwifd&en bem ©erul^rungSpunlte 
ober bem (gnbpunfte be§ fenfred&ten ©urdjmefferö unb bem ©n« 
f^nittöpunft in ben beweglichen ©d&enfel enthalten ijpi,, bie Sota»« 
^ente be§ WmUU x, benn e§ tjl ND = tangv, folglid^, w^ 
V = R — z unb lang v=lang(R — z) = colang z, 
ND = cotang z. 

II. SP Z ACF' = 2R - w, unb fdUt man öon F' eine 
©en!red&te F'G' auf bie SSerlangerung be§ fejten @cl&enW§ AC, fo ift 
FG' = sin ACF' 
— G'C = cos ACF'. 
SSerlangert man bie in A an ben Ärei§ gejogene Sangente unter« 
t)alb AB, big fie bie Verlängerung beS beweglid^en ©d^enfeW in M' 
trifft, fo ijt 

AM' = lang ACF; 

ba AM' in SSe^iebung auf AM eine entgegengefei^te Sage t)at, fo 
brudt AM' burd^ i^rc £age aud^ baS SBorjeic^en t>on lang ACF' 
rid^tig au§. 

SBerlangert man bie in D an ben Äreiö gejogene SEangente ND 
iiber D binauS, bi§ jte bie SSerlangerung beg bemeglid^en ©dfienfelS 
CF' in N' trifft, fo ijl 

DN' = colang ACF' 
unb weil DN' in SSejicbung auf DN eine entgegengefel&te Sage J^at, 
fo brficft DN' burcfe xi)u Sage aud^ ba§ SSorjeid&en t)on cotg ACl^ 
rid^tig anS. 

III. ebenfo ifl für ben conöeren SSSinfel ACF"=2R-f v, F"6'^ 
*er©inu§, CG"ber SoftnuS, AM"biea:angente, DN"bie6otangente 

IV. enblidi> ift für ben cont>eren SBinW ACF'" = 4R — v 
F"'G"' ber ©inu§, G"'C ber gofinuö, AM'" bie SEangente unbDN''* 
bie (Sotongente. 

& werben bemnadE) bei btefer itonftruftion aUt 3:angenten auf 
MM', rnib oße Sotangentttt auf NN' abgefi^nitten. Wmmt man 
a\x6) f)itx wiebcr bie Sage ber Sinten, beren 3Raaf e bie trigonoiKLtitxS»^ 
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^^m S^mltionen geben, wit fte beim fpt^en SBtnfel ftottftiibtt, al^ 
VU nrfpr&nglti^ an, fo fdmmt uberaQ bie Sage biefer Linien, t9te c^ 
fda tmxjf, mit bem Sor^eic^en ber entf)>re(benben Snnttton uberehi« 

7(nmerf ung. 9Ran nennt bte Stnien, beren fütaa^t bie trigonü^ 
»etrif4^cn Stn^tionen eineS SBinfelS geben, bie trigonometrtfcl^en 
Stnien. 

Saft man einen Sßinfet t>on bi§ 4 R alle möglichen ®rogett 
tard^Iaufen, nnb betrad[|tet man bie bamit in SSerbinbung flebenben 
V0d>enmgen ber SSert^e ber trigonometrif^cnSunttionen, fo ergeben 
94 folgenbe ®efe^e: 

L 2>te@tnuS 
ber Stnfel t>on bis R nehmen ipefttit) jü r>on bis 1, unb is i^ 

sinO = 0, siDR = l; 
5 R * 2R 5 ab t)on 1 bis 0, unb eS i^ 

sin2R = 0; 
» * s 2R s 3R « negatio ju t)onObiS — 1, unb eS ijl 

sin3R= — 1; 

• » :: 3R ^ 4R ' : ab Don 1 bis 0, unb eS ijl 

sin4R=0. 
IL S>te<SofinuS 

Ut SBtttfel jwif^en unb R nehmen poptit) ab Don 1 bis 0, unb cS 

{|lcosO=l,cosR=0; 

» ^ ' R s R j negatio ju »on bis 1, unb eS 

i^cos2R=— 1; 

» * * 2R - 3R s negativ ab Don — 1 bis 0, unb 

eS ifl cos 3R = 0; 

» * « 3R ^ 4R « po^üx> ju Don bis 1, unb e$ 

,„ tll cos 4R = 1. 

ul. Sie Sangenten 

ter Sinfel iwi^tn unb R nebmen |>ofitiD ju Don bis oc^ 

«nb es ip taog 0=0, taog R=<>o; 

• * • R unb 2 R nebmen negatiD ab Don oo MS 0, 

unb es ifl lang 2R=0; 
2R unb 3R nebmen pofitiD ju Don^O MS oo, 

nnbeSt1ltaDg3R=oo; 
3H mib 4R nebmen negatiD ab oon oo MS 0^ 
unbeStflUng4a=0; 
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IV. 2)ic ßotangcntcn 
ber SBtnfel jwifd^cn unb R nehmen pofttit) ab oon cx5 bi§ 0^ 

unb cö tjl cotang = co, colg R = 0, 
* * 2 R unb 2R ncl)mcn negatit) ju t)on bt§ oo^ 

unb Ci§ tjt cotg 2R = CO, 
= ^ ' 2R unb 3R nel&mcn ^)ofitit) ab t>on oo bi§ 0^ 

unb c§ i jl colg 3 R = 
' = 5 3 R unb 4R nehmen negattt) ju öon bi§ oo, 

unb c§ ift cDig 4R = oo 
J5te äufammenftcßung beS8Sott)crgeJ)cnbcn gicbt folgcnbc tabeHa* 
rtfc^eUeberfid^t: 



Sinns 

Cosinus 

Tangens 

Cotang 



-f- 1 






X 




1 






M. — 


OVD 







R 



i2R-x: 



2R 

— « — 



3R 



4R 



■+ 







! - : - 1 

— i 



C\D 







oo 



2R+X 




4R — X 


— 1 




+ 

+ 




(X) 


+ 


— 






! 



— 



+1 

— 



— ,cx> 



©tnb z unb v beliebige SBtnfel, fo ijl 

1, sin (z -J- v) = sin z cos v -\- cos i sin v 
% cos (z -(- v) = cos z cos V — siu z sin v 

3, stn (z — v) = sin z cqs v — cos z sio v 

4, cos (z — v) = cos z cos V -{- sin z sin v 

SB e w e 1 6. 1. 65 feien (Sig. 13.) v unb z fpi^je SBinf el unb v + z' 

<2R. ÜJlan falle t)on bem beliebigen |>unfte ß be6@df)enfelö ABbic 

©enfred&te BF auf AD unb auf AC bie 6en!red&te BC, jiebe burd^ 

C JU AD bie ?)araüele CG unb ju BF bie ^araUele CD. 5B5eil nuit 

in ben ©reiecfen ACD unb BGC, Z ADC = ZBGC = R unt^ 

ZBCG=:;=<ACD, ba /.BCA = ZGCD, alfo au* ZBCA— 

ZGCAr^GCD — GCA, b. i. ZßCG=ZACD; fo ijl au* 

ZGBC=Z CAD = V. giun tjl 

•/IN BF 
sin(v+z)= -g- 



folgfi*, ba BF = BG + GF = BG + CD 

. , , , FG+BG FG , BG CD , 

sin (v+z)= -^— = ^ß + Tg- = Tß + 



BG 
AB ~" AB ^ AB * 



3l\xn ift -r-j|- = —TT • -TTz = cos V • cos z 
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€ä ift ab« CD _ CD AC . , ,., ^ CD 

«s Mt aber ^^ _-_.__ foi^^^ta -^^ = sin v, unb 

AC _ CD . 

j^ — cos z J -jg- = sin V. • cos z. 

BG 

= sm z, -^ = cos V • sin z, 

CD ßC 

mmn sin (v + z) = ~ + -^ =sinv.cosz + cosv* sin z. 

2. es tjt cos (V + z) = ^f: = -AD-I» = AD^-GC 

^ AB Aß AB 

__AD GC 

""AB AB* 

AD_AD AC 

AB ~ AC * AB 

GC GC BC . 

ÄB = BC*ÄiJ=""^*''"^' 

toIgUd^ cos (v -j- z) = — jr- — —— = cosv cos z — *in vsin z. 

IL ©inb z unb v fpifee SBinfel, z -J- v <*er > R, fo faße 
(Stg. 14.) man wtcbn oon B be§ ©d^enfetö AB, BC fen{re^t auf 
AC unb BF fenfted^t auf AD, »el^e U^tttt, ta ZBAD = z+v 
Sth^n als R ift, bie SSerldngerung beä &^mhU AD in F trifft; 
bann jie^e man but^ C CD j| BC, unb CG || FD. 3n ben Xirtu 
titn BGC unb ACD ift n>ieb<r: 

ZBGC = ZCDA=R 
ZBCG = ZACD, 
»«itZBCA=zlGCD=R, folglid^, »enn man »on beiben^GCA 
«bjie^t, ZBCA — ZGCA = Z-^CÜ — ^GCA, t).i/_1iCG 
•= /_ ACD, unb ba^)er A BGC oo /\ ACD unb /_ GBO = 
ZCAD = Zv. 

«, .« ,x . / . X BP FG + GB CD + GB 
iRutt t^ 1) sm (V -f-z) = -^B = 5g = —SB 

CD ■ GB 
"" AB "^ AB 
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CD CO AC 

AB = ÄC* AB =="'"'""'«' 

GB GB BC 

ÄB = BC*ÄB=""'''*""^ 

CD r*B 

fotglid^ : sin (v + z) = - - -f- -- = sin V cos z + cw V sio z. 

2) esiftcos (z + v) =-ÄB = AB— 

_ FD AD 
~ AB+ AB 
__ GC AD 
~ AB + AB 

^n .- GC GC BC 

lRunijl^g = ß^.-- = s,nv.s,nz 

AD AD AC 
AB^ÄC'ÄB^'"''^''"'^' 

r f r'j: / i v ^^ I AD ' . . 

folglldp cos (z + v) = — "Ä ß + -r^=cosz cosv — sidz^qv« 

111. 3ft bte ©ultigfeit bcr Sorme(n 1* unb 2. f&r fptfee SBtntel x 
unb V, felbfl wenn bercn ©ummc Qxi^tx, aU R ift, exmthn, fo 
lapt jid^ folgcnbermojien nod^ bie ©ultfgf cit biefer Formeln ffir jeben 
beliebigen SHSinfel z unb \ bewcifen. 

6S fei 5unadf)|l z :> R, unb v <: R unb z = R + x, fo ifi 
sin (z + V) = sin (R + x + v) = cos (x -f- v) (§» 14) J 

ia f)\txxn X unb v fpil^e SBinfel finb, fo ijl 

cos (x + V) = cos X cos V — sin X sin v» (L utiO IL) 

3l\xn ift cos X = sin (R + x) = sin z\ ^ 

sin X = — cos(R -f- x) = — cosz/ *^ 

folglid^ cos (x-j-v) = sin (z-|-v) = sin z cos v + cos z sin v. 

©benfo ift cos (z + v) = cos (R -f- x + v) == — sin (x-f-z) 
2)a X unb v l)ierin fpifee SJBinfel juib, fo ift (L;unb U.) 
sin (X + v) = sin x cos v -j- cos x sin v» 
folgUd^ cos (z -f- v) = — sin X cos V — cos x sin v 

9lun ijl sin X r= — cos (R -(- x) = — r cos z \ .^ ^ 

cos X = sin (R -|- x) = sin z / ^^' *^ 
witl&in cos (z -f- v) = cos z cos v — sin z sin v 
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®elten bemnac^ bic gomieln 1* unb 2., wenn « unb v fpi^e 
Säinfel ftnb, fo gettm jic auä) für (R + z + v), folglid^ anä) für 
(2R + z + V), (3R + z + v), wbet^aupt für (nR + z + v) 
b» ^. fic gelten, wenn z ctn gonj beliebiger, unb v ein fpifecr SBin* 
fÜ tft. 2)ann aber gelten jte au^ benfelben @runben aud) für 

.z + (R + V), z + (2R + V), uberbaupt für z -f- (nR -f v) 
b. b. bie gormein !♦ unb 2. gelten uberf)dupt für jeben beliebigen 
SBertb ber SSinfel z unb v. 

IV. Um siD (z — V) ju finben, fefee man in 

sin (z -f- v) = sin z • cos v -f" <^os z • sin v 
cos (z -f- v) = cos z • cos V — sin z • sin v 

z -f- V = X, unb baber z = x — v, fo ift 

1) sin X = sin (x — v) • cos v -f- cos (x — v) • sin v 

2) cos X = cos (x — v) • cos V — sin (x — v) • sin v 
SRulttpliitrt man bie erfiere ©letd^ung mit cos y, bie 2te mit 

sin V fo erbalt man : 

sin X cos V = sin (x — v) cos^v -f- cos (x -J- v) sin v cos v 
cos X cos V = cos(x — v) cos vsin v — sin (x — v) sin^v 

ite^t man bie letztere ©leid^ung t>on ber erfiem ab^ fo entfielt 
sin X cos V — cos x sin v = sin (x — v) [cos* v -|- sin« v], 
fblglid^, ba cos«v -f sinSy = 1 ift, 

sin (x — v) = sin x cos v — cos x sin v 

V. SKultiplijirt man bic ©leid^ung 1) mit sin v, unb 2) mit 
cos V, fo entftebt 

sin X sin V = sin (x * — v) cos v sin v -|- cos (x — v) sin*v 
cosx cos V = cos (X — v)cos«v — sin (x — v) sin v cos v 
unb abbtrt man beibe, fo erl^alt man : 
cos X cos V + sin X sin v = cos (x — v) [cos«v -f- sin^v] 
folglid^, ba cos^v + sin^v = 1 ift: 

cos (X — v) zrz cos X cos V + siu X sin V. 

S. 85. 

@e^t man in 

sin (z + v) = sin z cos v -{- cos z sin v 
cos (z -f" v) = cos z cos V — sin z cos v 

z = V, fo ftnbet man: 

1. sin 2z = 2 sin z cos z 

2. cos Sk = cos«z — sin*«» 
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worauf ftd^ bte Sun!tionen bed bopipelt^n, hbttf)au)ft be^ 2nfad^eti 
S3m!eB finben laffen, wenn bte be6 etnfa(i[)en SBtn!el§ gegeben 
ftnb» 

©efet niön in 2) cos^z = 1 — sin^z, fo ergicbt fi^ 
3» cos.2z = 1 — 2 sin«z 
unb felfet man in 2) sin^z = 1 — cos^z, fo fJnbet man 
4 cos 2z = 2 cos^z — 1 

S)te ©letd^ungen 3« unb 4« laffen ftd^ benu^en^ um bte Functionen 
beS l^aibtn SBinfelS ju finben, n)enn sin ober cos be$ gangen SSin» 
feld gegeben ifl. 

%\x& 3) folgt nebmlid^ : 



5» sin z 

2(u6 4) folgt: 



1 /^l — cos 2z 



-. /^l + cos 2z 
6^ cos z = Y — '— 2 

©efet man in 5) unb 6) 2z = x, unb baber z = Jx, fo erbalt 
man 

^ • , i/'l^—" cos X 
7. sm Jx = y/ ä 



8. cos |x = y^ — ^— ^ 



Xbbirt man bte ©leid^ungen 

a) sin (z + v) = sin z cos v + cos z sin v 

b) sin (z + v) = sin z cos v — cos z sin v 
fo ergtebt fid^ : 

sin (z -j- v) + sin (z — \) =.^ sin z cos v 
@elät man i^ktxn z -:)- v = x 

Z '■ • V ""^ V 

fotjl z = i(x + y) 
V = J (x — y) 
folglidl) 1) lun X + sin y = 2 sin i (x + y) cos i (x — y) 

@ubtrabtrt man bagegen b) Don a)^ fo ffnbet man: 
sin (z -j- v) — sin (z — ^ v) = 2 cos z sin v 
Dber 2) sin x — sin y = 2 cos J (x + y) sin J (x — y) 



28 

TCbbttt man (bcnfo He ®Ietd^ungen: 

c) cos (z -}- v) = cos z cos V — sin z sin v 

d) cos (z — v) = cos z cos v + sin z sin v 
fo txf)alt man: 

cos (z -j- v) -}- cos (z — v) =2 cos z cos V 
•ober 3) cos x + cos y = 2 cos ^ (x -f- y) sin | (x — y) 
©ubtraftirt mon bagegen c) t)on d), fo rrgtebt ffd^ 

cos (z — v) — cos (z + V) = 2 «in z «in V 
cber 4) cos y — cos x = 2 sin ^(x -(- y) sin |(x — y) 

®te gormcln 1), 2), 3), 4) bicfca § fonnen baju bienen, um 
Gummen unb 2>iffercnjcn jweicr @mu§ ober jweier ßoflnu« in 
'?)robufte ju t>ern)anbelm 

S)ie Xangente unb ßotangente tier @umme ober 
©ifferenj jweier SBSinfel ju finben, wenn bte Sängern 
len unb ßotangentenber einielnenSBinfelbefannt finb* 

2(ufl6fung. 1. e§ ijl tang(x + y) = ^'"J^ + 1\ ^ 
sm X cos y -f" ^^^ ^ sin y ' •'^ 

<50s x cos y — sin x sin y 

Ätmbirt man Saldier unb 5Rettner bc§ lefetern TCuäbrurfd burd^ 

cos X • cos y^ fo ftnbet man: 

sin X • cos y ^^ cos x • sin y 

, , . cos X • cos y ' cos x • cos y 

tanff (x + y) = . . ' 

o \ i ^^ sin X • sm y 

cos X • cos y 

• = tgx + t gy 
1 — tg X tg. y 

2. esiH cotang (X + y) = ^-^fi^ := 

«OS X cos y — sin X sin y 
sin X cos y + cos x sin y 

X)tDibtft man Sohlet nnb9tenner be$ (eigtern XtrtbtndS. «nh 
«in X sin y, fo trbatt man: 






C«Bg (» + rt = ^g^;5^J 



cotg X + ccrtg y 



OtkL 

Xuf a()nltd^em 3Bege fmbrt mm 

4, cotang Cx — y) = — ^ 2_J — ! — 

cotg X — cot j y 

©efet man in 1) unb 2) be§ Dorfctrgcftenbm §. y =3k«, fo»i^ 

5) tang 2x = -,— ^^g^ 

1 — tg2x^ 

6. cotang 2x = co^ x -. I 

2 cotg X. 

äufammenfteUung aller in beti oor^er0e|)enbfa ^; mtt»kletteii 
germeln. 

1. sm'(2R- v) =;= siav. (§. 7.) 

». cos (2R — ^v)= — cosv» 

3. tang (2R — -v) ?i= — tangv* 

4. cotaog ( 2R — v) : = — co tapg v. 

5. sin (2R-}- v) =?;,T-r-SMiv* 
6» coa (2R.t)- v) =^ — cos V. 
7. lang (2R4-v)=^ taogv. 
8.colapg^2R + v) = cotangvv 
§♦ sin (4R — v) = — sin v. 

10. cos (4R — v) = cosv. 

11. lang(4R — v) = — iaiigv. 

12. cotang (4R — v) = — cotang v. 

13. sIn(4nR + v)=sinv. (§. 10.) 

14. cos (4nR + v) == cosv. 

15. tang (4DR-f-v) = lang V. 

16. cotai9gj[4 nR -f- v) = cotang v. 

^ 17. sin i(4n + 2) R — v] = sin v. 

18. cos [f 4n + 2) R — v] =3: — cos V. 

19. Ung [(4n -f- 2) R — v] = — lang v. 
20.cotang[(4n-|-2) R — v] = — cotang v. 

21. sin[(4Q-|-2)R + v]=" — siüT. 

22. cos [(4n + 2) R -f- v] = — cost, 

23. lang [(4n-f 2) R+r] = tengr. 
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24.coUog[{4n+2) R-f-v] = eoUi^v. 

25. sin (R — v) = cos v. (§. 18.) 

26. cos (R;— v) = siiiv. 

27. lang (R — v) = cotangy. 
28.cotaog(R — v) = tangv« 

29* rin(R+v) = i»v. (§.14.) 

30. eot (R-f- v) = — MOV. 

3L laiig(R+v) = — coUngT. 

32.coüuig(R-f-v) = — taogv. 

38* sin (SR-f-v) = — cosv. 

M. cos (3R-f- ▼) = sinv. 

35. taog (3R -f- v) = — cotang v, 

lUk colaBg(3R-f V) = — laogv. 

37. sie [(4n + 1) R + v] = cos v. (§. 15.) 

38* cos [(4n4-l) R+v] = — srav. 

30. iaiig[(4n-f-l)R+v] = — coUngv. 

40.cotang[(4D-f'l) R+v] = — tangv. 

4L sie [(4n-j-3; R+v] = — cosv. 

42. cos [(4n+3) R+v] = siny. 

43. lang [\4n + 3) R + ▼] = — coUng v. 

44. cotang[(4n + 3) R + v] = — tangv. 

45. sin (— z) = — sinz. (§. 17.) 

46. cos ( — z) = cosz. 

47. lang ( — z) = — tangz» 
48.cotang( — z) = — cotangz. 

49. Ungz = ?l^. (§-18.) 

cosz 



cosz 
sinz' 



50.cotangz=; 

51. sin ^ z + cos 2 z = 1. (§. 19.) 

52. sinz = /" l— cos^z. (§. 20.) 
63. cosz = V^l — sin*z. 

54. sinO = 0. (§-21.) 

55. cos 0=1. 

56. tangO = 0. 

57. cotangO = ^ . 

58. sinR = 1. 
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59. cosH = 0* 
€0t tangR :=: oo. 
6i.cotaiigR= 0. 
62. sin2R = 0. 
«3. cos2R = — 1. 
64. tang2R = 0. 
65.cotang2R= — cx>. 
«6. sin3R = — 1. 

67. cos3R = 0. 

68. lan^3R = oo. 
69.cotang3R=0. 

70. sin4R = 0. 

71. cos4R = l. 

72. lang4R = 0. 

73. colaog4R=oo« 

74. sin (v -f- z) = sin z cos v -f- <^s z sin y (^, 24) 

75. cos(v-f-2) = cosv cosz — sinz sini 

76. siu(z — v) = sinz' cosv — cosz sinv 

77. .cos(z — v) = cosv cos z-|~ sinv sinz 

78. sin 2z = 2 sinz cosz (§, 25.) 

79. cos2z = cos^z — sin*y, 

80. cos2z = l— 2sin2z. 

81. cos2z = 2cos2z— 1. 

82. sinz = i/^ l — cos2z 

83. cosz = i/^i+ ^2z 

84. sin|x = y^lz:^. 

85.cosJx = ^l±p?. 

86. sinx 4- siny = 2sin J(x + y) cosJ(x — y). (§. 26,) 

87. sinx + siny= 2cos J(x + y) sin J(x — y). 

88. cosx -{- cosy = 2cos^(x -(- x) cosi(x — y)» 

89. cosx — cosy = 2 sin ^(x -|- y) sin|^ (y — x). 

n: 90* tang(x+.y)='^-^-^y-. (§.27.) 
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Ol • / I cotgx colgv — 1 

^ • ' ^^ colgx + cotgy 

92. tang(x - y; = i^'^. 

\ cotgx coty + 1 

93. colaDg(x — y) = -~ ^-7— • 

94. tang2x=j-|*^p^. (§.28.) 
95.cotang2x = ^-^=l-^. 

S)urd& bie ©Icid^ungcn §. 29. tjl man in bett ®tönb gefefef, btc 
trigonometrifc^cn gunftionen aller SBinfel ju beregnen, xotnn nur 
We Sunftioncn eintge r ®tnf el unmittelbar gefunben werben f6nncn. 

%. SKan finbet ben ©tmiö wn 30^ auf fo%enbe »eife. gallt 
man anS bem ©d^ttd B{S^-15.)ietn«« glei^fektgen ©reierfd ABC 
auf AC eine ©enf redjite^ BD, fo ijl^i» Umttiiixo, ®reftcf ADß 

AD 

^ = sinABD = sin30o. 

AB 

giunijl AB = 2AD, folglid^ 

bemnac^ cosSO^ = ^^i^ = /"l = ävVr3= 0^8660254, 

2. ©er ©inua t)on 45« wirb gefanben auS einem red^twinfligen 
gleic^fcbenflic^en DreiecE. 3|l (^$^ 1*0 AABG ein fold^eS 
3)reiecf, fo ift AB = AC unb Z C = 45°, folgli* 

J^ = sin45o=icos45^ 

ea ift aber BC« = AB^ + AC^ c=z 2BA2 = 2 AG% ba^et 
BC = BAV^2; 

BA BA 1 

folglich ^ = ^^2- = ^|- = iV^r=0,7OTie68.. 

3. Den ©in«* wn 18« finbet man au« einem gleic^f^enflid^ett 
Xttitit, in »eitlem ieber SBinfel an ber SafiS baS To^^ilU be* 
iBinfeld am Sd^eitel ift. 25er SBinfel am ©t^eitel eineä f»ld&eti 
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©retecfö ijl 36o. es fd bemtta<i&7%. H) ABC ein \ol^t$ 

l^ttud, itnb BD fenfred^t auf AC gejoflen/ bann tft ^ 

Z ABD = JZ ABC = 18^ ; 

AD 

uttb ^, . '.-^ = 81918^ 

9lim fbibet man au$ planimctrifd^en Otfinbew, Vvenn AC t±= fti 
itnb AB = r t{t, bie @eite AC auS r^ wenn man AB nod^ buii 
golbnert ©d^nitt tbeilt; b, ft. e§ ml&ält ßd^t 

ri2x = 2x ir — X4 

hieraus folgt: 4x« = r« — 2rx 

4x2+.2rx = r« 

x2 + irx = ^ -. 



^=^--4 +y 4 + 16 

4— -^-rr^^-: 4 / 

baber sin 18<> = ^ = ~^"^-^ ~ = 0,3090170. 

%\xi bm @inud eines SBinfetö loffett ^9^ W hhu^tti Wii^iU 
Sunftionen eineS 9BinIeI§ berechnen, unb Mtxxiü (wetf madige 2(n» 
wenbung ber angeführten Formeln ayxH} nad^ unb na.(^ bie Svtnf.tio^ 
nen aUcr übrigen ffitnfel ftnben^ unb bie JBSett^ie tjftfei gilnftronetf 
in Safetn jufammenfteUen. ©old&e SEafclrt finb beted^net »orben;. 
man fann baber oermittclji biefer trtgonömetrifd^eit SEofeftt ifte ber 
gunftionen eineS gegebenen SBSinfeW, unb umgetebrt au« bet gege*^ 
benen gunftton eineS SSBinfelS biefen felbft nad^ ®rabnt, SRinuteit 
unb ©efunben finbeh. Cinrid^tnng unb @ebraud[^ btefet Slafelnr 
ftnb in ber Einleitung berfelben auSeinanbergefe^t. 



Streitet »Ibfclinitt. 

fierer^nung titr IDrettdte« 

A. JBered^nung ber re^^ttpinfligen j^r^ietfe. 

£)a in iebem red^tn)in{ligen £)rfied ber redete SBinfel alS belannt 
anjufeben '\% fo b&rfen jur S3({iimniunj beffelbcn nur nod^ {wei 
©tfitfe gegeben fein, unter benen »entgjlenS eiut®^>i^\v2^^^5S^- 
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tXttd ber ^JiptUnnU vti\> (inem f)>t6tn SBinfel einii 
xt^txo. ©retedf« bfe ftbrf^rn ©tutfe uob ben SnI&att 
hti Sretetfd ^u ftnbeä 

XuflSfung. es fet (gtg. 18.) ABC beö W.C rec^t». Drelecf 
119b B itQb A ^e ^fft)i(^ ^ ^ittn a unb b gesm&Mtigenben 

(Ed fei bemnac^ gegebea h/ Z Bu« ftnberu Z A, a, b, J» 
(Ed ergiebt ftdEi foglet^: 
ZA = 90^ — B, 

ferner ijl (§. 3.) sinB = -, fblgß*: 
l)b = hsioB. 

<Sben befi^alb ift aud^ cosB s ^^ folglid^: 

, 2^ ^ = bcosB. 

S>et 3ni^att J t>a Simtäi ABC t<l 

ab 

2" 
ee<|t moft IM^t a mib b bif ^efunbenen f&txt^t, fo entftt^t: 

•\ ¥ b^siaB cosB 

8) J « i , 

|. ». h =? 3406,75' ZB s= 540 22'55,6" 

1) ^A ?5 9aö-^54°22'65,6'' = 35037' 4^" 

2) loglr ;;s io(h -j- logsioB 

logb s:; log 3456,75 -f log4ia54°23'&5,66'' 
log 345^,75 =: 3,5386680 

log «o649 22'S5,6" = 0,MOQ478 — 1 

logb = 3,4487153 
b = 2810,058'. 

3) « = b cosB 

loga :£: logh -(- logCQsB 
loga = log3456,75 4- log cos 54o 22' 55,6" 
log>lM96,75 = 8,5886680 

log co854o22'55>6* = 0,7662084 — 1 

loga = 8,3036714 " 
«r7 2018,128> 



•^•mm^ 
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« 

., , h«8inBcosB . 

-*) '* = 2 

logj = 21ogli -f lognaB -f ÜBgeurB — Iog2 = 

3 log 3456,75 + i«g8ia 54° 22' 55,6" + 
4«gco854oa2'55ie" — log2. 
21og3456,75 ^ 7,0773360 

logsin54o22'55,«" = 0,9100413 — 1 
logco8540 22'55,6'' === 0,7652034--l_ 

6,7525867 " 
log2 t= 0,8ftl(^eO 
logJ ^6,4515567 
J i*3 86J85(»,..D' 
-f. »§>. tPufgüi»«* 
TLni ctner itat^cte i^b ettitm f)>igen aStnfd bte {tbri« 
$en ®tfid(( unb ben 3n-Ntt.bc« l^xtitd» }u bercd^nen. 
.®cgeben: a, Z.B. 
®efu^t: h, b, /.A, J. 
XuflSfung. SRan ffnbtf fbfll<l<!& 1) 21 A = 90o — B. Sctiwr 

^^ -J = cosB = sinA (5. 3.) 

fcigllj^ a » h cosB 3s h si^A 

unb 2) h = ^ = -r—Z' 

cos B sin A 

enbUd^tH l=tgB(§.3). ' 

foIglt^S) b = atgB. 

®et Sn^alt beö A ABC ijl 4) J = ^ = — ^^A 

S5tif»>{el: a = 1SS4,T6'; B =s 76055''6'' 
1) /. A = 90" — 76o55'6" i£ 15o4'54" 

2>h=-?^ 
cosB 

fl 

logh = löga — log cosB 

= lo« 1834,76 — rog co«76055nj" 

1^ t8S4,76 = 3,2635793 
log cos 76"55'6" = 0,3547606 — 1 
l«gh = 3;UeO!)l»T 
h sc 8106VÜ5 
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3)b = atgB 
log b = loga + log tgB 

:;= logl834,76 -f- log tg76o55'6" 
log 1834,76 = S,2635793 
log tg 76o55'6" = 0,6338199 



logb = 3,8973992 
b = 7895,855 

logj = 2 loga -j- leg tgB — log2 

= 2 log 1834,76 -j- log tg 76o55'6" — log2 
2 log 1834>76 =: 6,5271586 
log tg 76o55'6" T= 0,6338199 

7,1609785 
log 2 = 0,3010300 



log J = 6,8599485 
J = 72435000' 

f. 841. fCufßttte. 

%u9 ber ^^pottnuU unb einet JCatl^cte btc &bttgen 
@tu(fe unt> bcn Sni^alt teli 2>tete(!$ ju beted^nen^ 
(«ig. 18.) 

©cgebcn: h, a. 

©efud^t: b, ZB, ZA, J. 
• «ufUfutifl. 1) «Radb Dem ?)9t^a9oroif($en ge^tfafee ijl 

h* = a* + b« 

folflU(^ b^ = h ' — a*_^ 

unb bft^er b = V h* — a« = /■(!»+ a) (h — a). 

2) TLü» §. 3 ergtebt fu^ fofort: 

T- = cosB = sinA 
b 

3) 3jl ZB gefunben, fo tjl bonn 

ZA = 90O — B. 

4) (Snbltd^ tjl J = ^ = ^-"2 

Sßti\puU h = 376,8'; a = 324,36'. 
1) b = /"(h -I- a) (b — a) 



37 

logb = %(h + a) + logQ» — a) 

_ log 701,16 -I- lopr 52,44 

2 

log 701,16 = 2,8458171 
log 52,44 = 1,7196627 

4,5654798 

logb = 2,2827399 
b = 191,752 

2) cosB = ^ 

log cosB = loga — logh = log 324>36 — log S76,9 
log 324,36 = 2,5110273 
log 376,8 = 2,5761109 

log cos B = 0,9349164 — 1 
B = 30o35'25,14" 

3) ZA = 59o24'34,86" 

AM - — = »^(fal^)~(fc~-^^^ 

-»;•»— 2 2 

» logj = loga + logb — log2 

log 324,36 = 2,5110273 
log 191,752 = 2,2827399 

4,7937672 
log 2 = 0,3010300 

log J = 4,4927372 
J = 31098)33...°' 

TCuS ben beiben ftat^eten eineö re^tn^intligen DrcU 
t(fö bie fibrtgen @t&(!e unb ben Stt^alt beS S)Yeted8 
iu bered&nen. (gtg. 18.) 

®egeben: a, b, 

®efud^t: ZA, Z.B, h, J. 

2(ufUf «ng. 1) iRa4) bem $9tHQ^^f<&«<^ Se^otie ifl h^ 
a'* + bSölfo 

h = /^a*+b 
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2. HuS §. 3. folgt: - = tang B = cotg. Ä. 

3. Sil (5) flefunfcen, fo ergffW m (p Z gjj Z a) 

4. €nbßd& tjlJ = ^. 

Vnnictfnng. ©a bje ^ppotenufe jkk?) >ee gotmrth = |/a« + b» n{4)t- 
Ixquem mit .^filfc bn eogaTit^mtn }u bertdincn ift, fo lann man aud) erfl; 
einen bn fpi^cn SBSintel A ofeet B, unb bann mit bcfftn ^ilfe bie Jgtppo» 
tniufe na4i §. 33 btredintn. 

»eif»)iel. a = 1415,69'; b = 843,07'. 

1. h = V a* + b* 

I«6» = log 1415,69 = 3,1509091 
log a« = S log 1415>69 = 6,3019362 

a* = 2004177,.. 

log b =3 log 1843,07 = 2^9358686. 
log b« = 2 log 643,07 = 5,8517272 
b« = 710767,.. 

a^ + b« = 2715044,.. 

log 2715044 = 6,4337768 

log Ka« + b' = \2i68884 
h=V a'+b« = 1647,739 

2. — = tang B 

logb — loga ^ log tangB 
log 843,07 — log 1415,69 as log taag B. 
log 843,07 = 3i9858686 
log 141 5,69 = 8,1509681 

tog.tM«* « 0,7748955 - 1 

Br = 80»4ft'28,6" ' 

3. ^ A =: 90« — 300 46' 28,5" = 59» 13' 31,5?* 

4.J = f :;o 

legi»«»'«!««« -f lögb — l«g2 =i log 14I4;»9 4- 
log 843,07 —log 2. 



Fl W — ■ 
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log 1415,69 ±s 8,1509^1' 
log 843,07 =s 2,9858«^ 

6,0768317 
log 2 = 0,30103(16 



rf.>. 



logJ = 5,7758017 
J Ä 596762,7,. a: 

B. JBere^nung in fd^tefjkoinfUgen ^reiede» 

3n iebem ©teiecf öer^attcit fltf^ je jwei ©eltett, wie 

ixt ®inuö ber gegenfibetliegenben SBInfel. 

SSe^tt^tung. ä&erben (^ig. 19) bie brei Letten beS S)teieif^ 

ABC mit a, b, c, unb bie ben(elben. bejiebltd^ gegenuberttegtnben 

Sßinfel mit A, B, C bejetd^net fo x^ fttbsc=t=s}nAssinBisinC«. 

93 e weis. fStan fiUe t)on B auf A€ bte Snifre^U BD, fo ijt 

tti um Trt&twittfligett ©reied ABD : 

BD==c sinÄ (§. 32;) 

u«b in bem red^twinftige« ©retetf BÖC : . l ■ 

BD= asinC (§. 32 j 

folglid^ e sinA = a sm C. ^iewa« ^gtfJt jlt^ (*tr: 

atc = sinA t shiC* 

%aUt man auS C auf AB eine ®en(re^e, fo eTgtebt ^ auf 

bemfelben aSege : 

alb = sinAtsinB. 

%aUt man enblid^ t>on < A auf BC eine @tntxt6)U, fo fA^i& 

man: 

bio =cz skiB i Bin C« . 

S&Bt ein<B obtr bie andere €Mht6iU, tuk ^ft#a BO (9igi 90); 
atf{ke9A(b be« t)ttUii ABC> fo ijl in bem xVSfMMf^tHi fDtdt^ 
ABD: 

fiD = c. sinA» 
unb in bem red^lvrtliAf^n S^reiecf BCD: 

fid = asmBCD« 

«dt Äbet siirftCD Ä rih (i8(K> — BCD) ^'aikCii T;>ifc 
i9ennuntevCbevSSKnfeIACBt)erf{tfnbbtmrbrfb^^ '''^ 
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BD = a siD C 

unb ba^er c sin A = a sinC, tvorauS, nrie ^boi, fo(|t: 

atc = sinA t sinC. 

3n iebem t>xtitd Der^ilt ft^ bte Sangente bet f^aU 
ben @umme iweiet SBtnfel gur Songente bet (salben 
S)tffeteni btefer SStnfel, wie bte Summe bet itQtn^ 
ubetliegenben Seite jut 3)tfferenj betfelben. 

»eftauptung. tang^(A + ß) i tangJ(A — B) = 
a -j- b S a — b. 
S e m e i $. 3n lebem 2>retetf »erhalt jt(^ (§. 36.) 

1) sinA I suiB = a s b 
folglü^ üuö) 2) sia A -f sin B t sin A — sin B = a -f bta — b. 
3t\m ifi nacb §. 26. 
Äin A + sinB = 2sin J(A + B) cosi(A ^ B) 
sin A ~ sinB = 2sin f ^ A — B) cosi(A + B). 
@e6t man btefe Zu$t>xudt ftatt sinA -f- sinB unb ^att 
sinA — sinB in bie ^tepottionen 2) fo et^lt man: 
3)2sinJ(A + B)cosi(A— B)| 2sini(A-.B> cost(A+B)= 
a + b t a — b» 

S)tDibtrt man bie bliebet beS txfttn SS^t^dftniffe^ butd^ 
2C08KA + B) cos KA — B), fo etli>alt man: 

«nKA+^B) sinj (A - B) _ , k , « - b 
^^;^S^AHrB)%os[(Ä-B)-* + ^'* ■ ' 
baö beif t 5) tang» (A + B) t tangj (A— B) = a + bta — b 
(S. 18.) 

S. 39. BtWit* 

3n iebem Dteierf i{l brfö ßnabtat iebet Seite gleid^ 
bet (Bummt bet Cuabii^tt bet beibcn anbetn Seiten 
totni^ix brm bpppeMen |>tobufte üu$ biefen bfiben 
^feiten Mnb bet|i<{ofinu$ bed eingefc^loffenenaBinteU, . 

JSBebauptung: a* = b* + c* — äbccosA 

b< = a< + c^ — ^fosC 
c« =s:a^ + V — älabcosC 
Sewetd »0allt man t>on B auf AC bie Senfttdftte BD, fo i|i in 
tem teilftÄtnfUgen Dteiecf ABD: 
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1) AD = cco8A(§, 32.) 
unb in bem ted&tttrtnfitgett Tntxtd BDC: 

2) DC = a cos€ (§. 32.) ' 

folg«* 3) AD + DC = b = a cosC + ccos A/ 

gdüt mön t)on A aufBC eine ®enf redete, fo erbdit man auf bem« 

felben ffiege: 

4) c = a cosB 4" )> cos A. 

imb fallt man oon C auf AB eine @enhe(l^te^ fo jfinbet mmx 

5) a = c cosB -f b cosC . 

SRulttpltiirt man bie ©(eid^ung 3) mit b, 4> mit p, unb &) mit a» 

fo entpebt: 

6) b* = ab cos C -{- bc dos A 

7) c^ = ac coIrB -|- bc cos A 

8) a* = ac cosB 4- ab cos C, 

TLbiixt man bie ©leidE^ungen 6) unb 7) nvlb ^ielftt man tton bet 
^umme bie ©leid^ung 8) ab, fo eibdlt man: 

9) b« + c* — a« = 2bc cos A 
unb bietauö folgt: 

10) a« = b« -f c« — 2bc cosÄ/ 
2(bbirt man bie ©leid^ungen 7) unb 8), unb }tebt man bann t)on 
ber ©umme Die ©leid^ung 6) ab, fo entflebt: . ,. 

ll)V + c« — b« = 2aceosB ' \ 

folgfici^ 12) b« = a« + c« — 2äb cosB/ ; 

Äbbirt man enbliä).bie ©leidbungen 6) unb '?), urib fübtraifet" 
man bann t>on ber Summe bie ©leid^ung 1), fo ^rgiebt ftdfi: 

13) a2 + b* — c« = 2ab icosC . : 
folglici^ 14) c* = a^ + b« — 2ab öosC- 

I • fe • ■ 

f. 40. 3ufo#. 

3jl baS J)reiecf ABC (gig. 20.) pum»fn>inflig^ fo fallen iwei 
bet ©enfre^ten auferbalb/] tpie j- JB. BD. 'SJaun ober ijl' in *«m 
ted^twinfligenJJreierf ABP: .. .,^/;' 

■ aD==cco.^a ■ ■ '■ ^ ■"■ "/"'' ''■; 

unb in beni ted^ttoinfligen ®r«ctf BCD^. ' ' ;' \ 

CD = acosBCD. ' 

SRun ifl b = AD — CD = c cosA — a e^ftOD. €« ifl 
«bet cosBCD = — 008(180« ^ BCD) (§, 7.^ « ~ cosC. 
mnn unter C bdtfBtiiM AOß t)et(laribeii toitb? f^ljll^ 

-. ;; -b ="e^oiB-A ^ wconti. 



■ I ■ 
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■ « 

^te ©leid^ungen 3)^ 4) nnt> 5) gelten itmmj^ Üiimm, ou^ 
ivenn {wet ber Genfred^ten aufet^alb bed £ietetf$ fallen, folgUd^ 
au(^ 10), 12) unb 14). 

Hn$ einet @eite unb gmet SBinfeltt etneö 2)reteäS bte 
&brtgeii @t&(fe unb ten 3nl[|(llt be$ S)rete(f$ ju beteiSd« 
«tm (gtg. 19.) 

- v:®<Bfben5 a, B> C; 

©efud^t: A, b, c, J, 

Xufljfung 1- ©ii A + B + C := 180^, fr ergiebt ftd^ 

A =;= 1800 — (B 4- C). 
,/ i% ©a Bin A • siQ S = a « b (§. 86.), fo ifl 

~ sInA • 

3. SBeil sin A t sin C = a t c (§, 36.), fo tjl 

a sin C 

ÄS 



sin A * 

4, Um ben Snbolt Xbe8 35reie(fä ABC ju bereiftnen, falle matt 
wn A auf bie Seite a bie Senfred&te AD.= b, fp ifk in bem tt^u 
HÄinlli^n S)teie(f ABD 

AD=h = csinB, . 

folglich, weil (3) c = ^^^j^, 

a sin B sin C 
'Sin A 

fc'»a . w a«sinBsinC 
S««n ift J ==* ^, t>Ä^t J = — 2^gj^^ 

Betfj)teL a=1546,33; B=62o4S'55"j C = 5S^2ä'if\ 
1. A = 1800 _ (B 4- C) = 180O _, 1160 jSf ^// a= 630 . 
53'28''. .,, ■^■ . . V.' 

^ .üi; . \iiiatt.B' r .-■.■■. «^ . =•-• ■ .^- 

.Tr(;^' AB A. . -r.'- ■ '■.•■■'•■ ■■•-••■'> 

log b f^Jke a -h log du B— l6g siii Aä H 15A%ä8 j^^^^ 

i*8 «i» 68o/43A$5i'' — log sin 63o 53' 28'^ 
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l#g an «SP W 55" = 0,948839-2 — 1 

3,1981414 
log sm»68» 59' 28" i= 0,9532567'— 1 



■*'!;■■ 



•< 'TT 



3. c = 



logb =3,1848847 
b = 1530,681;, 

a sin C 



sin A 

log e = log a -j- log'' sia C -r log am A == log 1546,33 -f- 

log sin 530 22' 37" — log sin 63° 53' 28** 
log 1546,83" iü3;i89302a 

log sin 530 22' 37" = 0,9044870 — 1 ' 

3,09378^ 
bg sin 63° 53' 28" =i 0,952^567 — 1 



loec =; 3,1405325 

c =1^82,077... , , 

. j a' sin B sin C 

2 sin A , ... 

log J = 2 log a + log sin R -Jlr Ipg, sir t; — Ibg sin A — log i 
2% 1546,33 =6,3786044 , 

log sin 620 43' 55" = 0,9488396 — 1 
log sin 530 22' 37" = 0,9044870 — 1. 

fr,231931Ö 
Ibg sin es* 53' 28*' -^ 0,95^2567 — 1 



6,2786743 
■:' % 8 SC. «513010300 

logj = 5,fl>7t6443 

j =949^26,4..°',. ;.'.•■;. 

1 « i .... 

%ni }wct ®ettcn unt tem etngefd^Ioffenen Sßtntet 
eine» S)reiedd He MH^Vn. ie!t&4«< irti> ^«n> 3»Mt^^f* 
felbcn j4i fittb«,«. ''•" . , • / 

Oegeben: ä;b;C:^ 
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Xufl6fung. 1. 3Ran ^mme suerjt bte Sßtntct A uttb B auf 
folgmbe SBcife. eötjl A + B +C =sl80o, fiolslM^ A + B 
= 1800 — C, 9lun tft (§. 38.): 

teng i(A+ß) tU«igi(Ar-B) = « + b t» — b. 

SBäcil aber J(A + B) = 1(180° -0 = 900^^0, unb ba^cr 
4gi(A+B)=cotgjC, fotjl 

cotg JC I tg |(A— B) = a + b t a — b; 
hieraus ergtebt jtd^ : 

tgl(A-.B) = ^gco*gia 

^terbütd^ fihbet man i (A - B) unb au8 A + B =.180o — C 
«u«i(A + B)=90'',-iC. 

S)ann abet t{i 

^(A + B) + i(A-B)^A 
UA + B)-f(A-B) = B 

y 2. @tnb bte SBinfcl A unb B gefunben^ fo a%aU man au< bcc 
^ro<>ortton: 

sin A t sin C := a t c 
^. -» .. a sin .C 

' ■ ' sin A 

^nmerf ung. fSftan lann au4) ble 6ette c ftnbcn auö ber dlei^tttid (S* 3d.) 

c«=4i« + M-^2abwsC ' 'V' 

»orau« folgt: '.' 

c = v^(a« -f h* — 2ab cos C) 
mn ober biefe Sormcl f&c bte Io0^nt^miM|$<9m4ttu«a «ff<>^Mm 
ifr fo Jte^t man, wenn e« blo8 auf bie humetft*e JBefKmmung bet eeite 
c anlommt, obf^e S3ered)nung^n>eif^ nor.i 

3, gdat man au8 B auf btc eclt^»^*Äe «enfcc^te BD = b,i^ 
ijl in bem red^ttolnfligcn ©teie<f IJ^^j /: . . 

h=:asinC, .- M^irv 

folglid^ ber Snftalt J be8 Dteferfä ÄÖC 

1. tang J(A-B) =^ colg^C = ^^^cc^^ß^}^ ; ; - 
logUngi(AT-B)=Iög249- logll07.t^-k8lwM«2«>«y^- 
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log249 =2,3961993 ' 
log 1107 =3,0441476 



0,3520517^1 .i;; 

• log cotg26»39^ =0,2994220 

logtangKA— B)=0,6514737 - 1 . , 

i(A-B)=240 8'31" ,.: . .,,• . 

KA+B)=900— »€=63921 ,; • . 

A=|(A+B) + J(A— B)=87o29'31" ., . 
B=J(A+B)— J(A— B)=39oi2'29" 

a _ awnC _ 678sm530 18^ . 
^ ®~8inA ~ sin 870 29*31" 

logc= Iog678-f-logsin53o 18— logsin87<»29'81'*^^ 
log678=2,8312297 

logsin 53° 18' = 0,9040529— 1 

2,7352826 
logsin87o29«dl'^te0,99^8S8 — 1 

logc=2,7356988 !:; . 

0=544,1251.. 

absin C 678*429<sin53')18' 



4' •' 



3. J = 



.% «- 



2 2 

log J = log 678 + log 429 + log sin 53° 18'- log* 
log 678 =2,8312297 
log 429 =2,6324573 
log sin 53« 18'=0,9040529— 1 

5,3677399 
log 2 =0,3010300 



logj=5,0667099 
J= 116603,0.... 

7(u§ jwei Selten unb. bem bet %xh^txxi Seite flegen» 
fiberltegenbenSBinlelbiefibrigenSt&cfeunbbenSn^alt 

be8 25reie(fS jttfinbett. (8{g.21,) ■ , ^ 

©egeben: a, l, A, a>b^: > 

1 



Kutti f ung : Da M *>trUü (§. a&.>: 
asb ^ sin Assin B, 

tb ergtcbtfid^ 1) sinB= . 

CT 

3fl ^ma\x$ B gefunben, fo^er^alt man 

2) C=1800— (A+B) 
vxi\> aud ber ^ro^ortion 

a:c = sinAiftnC(§. 96«) 

«v asioL 

3) c = 



• i 



\ y 



k « 



smA 

Ibtx Sn^att J wirb gefunben ^ird ber S^ttaul (§;'^): 

.. * absin C 

^4) J ^^T- 



t ' . 



'■:2. ■ ;i-- .: • ''■ ■ •■■- ■■■■ 
««f|)ttl a = 5394', b = 4876V A^li»» 80» " 

,, . n bsinA 4876sitt59»4ft' ' ' ' ' 

l)su,B=-^ = 5394:— _. 

logsinB=log4876+lqgsii»^ft«>W>^lof5aWi 
log 4876 =3,6880637 

log.sin56O30'=0,92X1066 — 1 

^6091703 ""^ 
log 5394=^,7319100 



%ainB=i:(^773594— 1 
B=48<'55'16" 
2) C = 180"— (A+B) = 74034*44''' 
- _ asin C _ 5394»8in 74° 34^44" 

^ *~" sinA sin 560 30' 

Iogc=log5394+Iogsin74o34'44" -logsin56O30' 

log 5394 =3,7319109 
logsin 740 34'44"= 0,9840759 — 1 

3,7159868 
logsin 560 SO':xt^,QS^l(m>- 1 

loget=3,79488^ 
0=6235,63. 

,, -_ absinC _ 5394»4876siD74<» 84*44^' 
«) i---j— j 

l*g J=log5394+ log4876-t- iog8i»74t>iS|(4(^-^lit« 



Iog5394=3,7319109 
log4876=3^6880637 
log si n 740 34' 44" =0,9840759 — 1 



7,4A40505, 

iog2=o>aojioaQo 



IogJ=7,»)30305 

J=s;18$7?12.,... 

: ^(«nierfung^ Sbib )iDd®etten unt bei ^ÜümwCAU gt|cn* 
{ibcriugenbe aStnfel atgAta, fo gveM tS M tXBgemtfaieil, Afc ttr Vit 
ebenen ®eonietite nac^gewtefen wirb, iwe( txrfi^ebette ^tdidt, 
vtüi^t bet Aufgabe entf)>te(^en. S>affelb« 9tefult<it txilfbtjUfy iut 
i>tt trigonometitfi$en {Berechnung einel feigen S>teif(fiS. Shnn 
w&e a = 5394', b = 4876 unb B = 480 55'16"' fiegebeti, f» 
lo&rbe ft(| aus ber 9)ro^ortton : 

atb = sinAssinB 

, . . asinB 

<rgcben 8ibA = — .-r,, . 1 . 

2)te jBered^nung gtebf : ' 

log 5394 ==3,7319109 

log sin 480 55'16" = 0,8772594 — 1 

3,6091703 
log 4876 =3,6880637 



log «iaA = 0,9211066 —1. 
f}a nm ju A unb ju I8OO— A berfelbe ®mn« ge^Srt; fo tonn 
ber logiitit^f^tngimometrif^en Sitnctton 0,9211066 —1 ej^en 
fowo^l ber SSBinCel 
56030' 
otö 123° 30' entf)>re$en. 

Stimmt man A=t 56030', fo ift C = 1800.— (tA^B) as 
74034/44« unb baber, »ie oben, c = 6235,34. glimmt man 
aber A = 123° 30', fo i|t € = I8OO— (A-f-B) = 7o34'44", 
intb ba^er ergiebt fi^ aüi . 

a si» C _^ 5395 «in 7° 34'44" 
•^TinA ""^ 8101230 30' ' 

«in Anbeter SBert^.MK e, nclmlj^: 
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log 5394 = 3,7319109' 
log sio 7» 34'44" = 04202156 — 1 

2,8521265 
log sin 1230 30' = 0,^110 66—1 
log c = 2,9810199'^ ' 
' c = 853jl392 : : 

,,^«uö btii l>«€i ßtittn eine« Dreierf« iit tret St»fet 
, gegeben: a, fc,. <?, 

, ,«iifl6fattB. «Ra* §. 39 iH 

. a« «3 b* -f- e« — 3ke:C0« A» 
^terauJ ergiebt jt^ 

l)cosA=-X_ . 

Sbenfo ftnbet man au$ ben ©leic^ungen ' : - ^ 

b« = a* + c^ — 2ac cosB. 
c« = a2 -f h« — 2abcosC 

X)a bie Formeln 1), 2) unb 3) f&r bii (ogaYttbrnifc^e SSered^c 
nung nid^t bequem jtnb, fo fann man ^äi jtatt berfelben anberet 
tKudbr&de bebtenen, »el^e ft'db <tu& obigen, »ie folgt, ab(eitf n .lofftit. 
1» ^an abbire 1 ju beiben @eiten bei ©lei^ung: : 

cosA = — 4^7; , 

20C ^ 

vp It.. ^ . A 2bc+b2 + c«— a* 
bieS glebt : 1 + cm A = — X_g :^ * 

i>letba2bc+b* + c*= (b+i5)2 til: 

t I A (b + c)2— a« 

e« tp aber (b+c)2~a2 = (b + c+a) (b;fc— «X ^Wn 

1 I A (b-f-c-j-a) (b+c-ji) , :^ 

' 2bc 
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(StÜAi^ tjl no(^ l + cosA =tc 2cosHA (§. 25.), ^l^t^ 
. ^ 4bc 



«nb ba\)tx 4) cosi A = |i/^ (fc+c+») (b+-c- j)^ 

' bc 

(Sbenfo ftnbet man auö 2) unb 3) 



. .^ 



5) cos J B = ^i/' (»-f'> + e)(a-b+c) 

»^ ae 

■6) cosiC=:iv/'<»±H^M5=i>. 

•^ ac * 

Säpt man bie 4 unter bem SSSurjeljet^en; jerl^t man {te in 2*2, 

«nb fefet man iebe 2 aB SJioifor unter einen gactor beS Diöiben- 

buö, fo iji -- /^ (b -f- c +är(b 4- c - ä) 

cosjA=}^ 2 2 > 

I bc 

geiei^net man bie ^albe^mme berbrei@eiten \ a »"^t */ 

r •ix'^ + c — a a — b-f^c , a + b— c 

unb e8 geben bie gormein 4), 5), 6) über in 

7)cos|A = v^«liE?L 

»^ bc 



8) 008^8 = 1/^^-^^^- 

•^ ac 

9)cosiC = y^i5^). 



ab 

2. 3iett man bfe ®I(td^ung: 

C08A = 



_ b< -f c* -^a« 



2bc 
«Ott 1 = 1 ab, fo et^alt tttan: 

b«4-c«— a« 2bc— b*— c*+a« 
l-cosA=l 3__ = ^^ ., 

folgli* ba 1— cosA = 2smHA (§. 25.) unb 2bc— b«— c« -f 
a« = a« — (b* + c* — 2bc) = a« — (b— c)* t? 

2sinHA=^'r=^ 
Z 2bc 
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«nt> enbJi*, »dl a« — (b- c)« = (a + b -c) (a— b -j- c) iff, 

(a + b— c)(a— b-f c 
"° l A _ gj^ . 

mtt: 10) siaJA = Ji/^<I±I=£pi:±S. 

^ DC 

Xuf bemfctben SBege trgtebt ftd^ bann auc| : 

11) sinlB = iv/^< Z-^ + b + c) (a + b^ 

■ ac 

12) sm JC = « y^(-a + '» + «) (a-b + c) ^ 

•^ ab 

Ctit man toitbn 4(a -)- b + c) = s, fo ift: 

13) sinjA = -./^ («-»»Xg- c) 

" bc 

14) sia JB = -^/"(s^*H!3 

•^ ac 



15) sin JC = ,/^ (»-a)(8-b) 

•^ ab 



3. 9liilti))ltitrt man ©(etd^ung 4) mit ®Ietd[)ung 10), fo or^ift 
man: 

^iniA .nciA^,X(b +c + a)(b + c^a)(a--b+c)( a-44;iI^ 

•^ 4bc 

9Rultt!pItiirt man nod^ beibtrfeit^ mit 2, mt> fe^t sinA ftatt 
:2sin|A cos^A, fo ift: 

16) »n A =V^ (a+b+c)(-a+T+cy(a-b+c)(a+b^ 

2bc ' 

t*tr wenn man ^(a + b + c) = s feftt, tmb ju biifem 3»e(f ben 
ffactOT 2 beö 9lenner$ unter baö SSuticta^c^^" bringt, Sanier unb 
^Renner mit 4 multiiplitirt, ben Stomer 16 be< Stabicanben in 
2«2«2«2 jerlegt unb ieben S<ictor 2 unter einen Factor beö 1i>Wu 
tenben fe^t: 

17) sin A = 2/'s(s^a)(s-b)(8':::^ 

bc 

4. ©er 3i*«tt fc<« ©rdtdö (a, b, c) ergitbt jtd^ 

J = —3—/ (§. 42.) 
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folgfi«^, wenn man ftatt sin A bcn gtfunbentn Sitxt^ 17) fe|t: 
18) J = /"sCs— aKs— b)(8— c). 
I8etf»>icl. a = 36,52; b = 48',34; c = 18',0339. 
Mit Vnwcnbunfl von Sormtl 4) tti §. 44 er^iebt {td^ 

1> coslA = 1 /^(^^ _ -. /'51,44695 . 14,92695 
^ »^ bc ~ »^ 48,34.18,0339 ' 

log co8|A= |[log51,44695-|- log 14,92695 — log48,34 — 

log 18,0339) 
log 51,44695 = 1,7113597 

' log 14,92695 = 1,1739711 

2,8853398 

log 48,34 = 1,6843066 

1,2010242 

log 18,0339 =1,2560897 

0,9449345 —1 

log cos i A = 0,9724672 — 1 
^A =20<'11'13" 
A =40O22'26" 



2) cosiB = V^!i!l±) = l/^^ 



,44695*3,10695 



ac ~ »^ 36,52.18,0339 
log cos^B = i [log 51,44695 + log 3,10695 —log 36^2— 

log 18,0339] 
log 51,44695 = 1,7113597 
log 3,106951 = 0,4923343 

2,2030940 
log 36,52 = 1, 5625308 

0,6411632 
log 18,0339 = .1,2560897 

0,3850735—1 

2) 



log COS ^ B = 0,6925367 — 1 
jB =- 60° 29' 7" 

B 1 =120O58'14". 
3) C = 180° — ( A + B) = 18° 39'20". 



4) J =/'51;44695. 14,92695.3,10695.33,41805 

log J = Klog 5L44690 + log 14,92695 + log 3,10695 + 

log 33,413051 
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log 51,44695 = 1,7113597 
log 14,92695 = 1,1739711 
log 8,10695 =0,4923343 
log 83,41305 = 1,5239162 

4,9015813 

2) 



log J = 2,4507906 
J=282,3518^ 

C* einige 2Cnn>enbungen ber Stigonometrie in ber 

SSermeffungS!un{t 

3)ie (gntfernung iwcter Setter Au*B, totl^t wegen 
Jg)tnberntffen birect nid^t meßbar ijt, trigonometrifd^ 
ju bejlimmen. (gig. 22,)- 

1. %all SEBenn beibe Oerter jugängttd^ fmb. 

Ttuflifung. Wtan nel^me in ber (gbene, in weld&er A unb B 
liegen, einen britten ?>untt C an, meffc AC unb CB unb ben SlBtn^ 
fei ACH, fo jinb jwei Seiten unb ber t)on biefen eingcf^loffene 
SQSirtfel beö Dreied^ ABC bcfannt, au^ bencn bann AB nad^ §, 42 
2u beregnen x% 

Änmerf ung» S)a man in biefcm gaüe nur bie Seite AB ju 
ftnben %at, nad) ber in §. 42 gegebenen 2Cufl6fung ober lf)ierju bie 
ffiinfel A unb B bered&net »erben muffen, fo fann man bie britte 
©eite AB au6) na6) §. 39 bered^nen. 

SKan er^)dlt mit 2Cnn>enbung biefeS @afee§: 

AB ~ /"[Ap^^ + BC*— 2AC*BC*cosACB]. 

Um biefe Sormel für bie logarittimifd^e 93eredE)nung bequemer ju 
wad^en, fei AC = a, BC — b, fo ift 

AB = V'a*-f-b5i— 2abcosC» 

^aä) §, 25 ijt sin jc = y^ki|??c 

hieraus ergiebC ftd^ 

l_2«a«iC = cosC, 
©efet täaa bemnad ^ 1 — 2sin ^ ^ C in obigen 2(ugbrutf , fb ift 
AB = /aM^b^— 2(1— 2 s inHC) a S 
p= V a'4-1>^— 2ab + 4absi n^ ^ C. 
=c /"(a— b)2 + 4absin« J C, 
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tvof&r man aui^ f^etben f ann : 

^a tte Xongenf en alle fSitxt^t t)ots btSco butd^Iaufm, fo gubt 
tS eiuen SBInf el ?, beffen lang = -^^^ yT^^ j|j^ j,^^ ^ ^^, 
mitteljl bet tafeln gefunben werben fann. 

©efet man bemnad& ung^cp ^att - ^^^ ^ -^ fo ift 
AB = (a— b /T+lang^ 

ober »enn man — P- ftatt lang« © fe^t: 

cos <p w , w 

AB = (.-», ^(^TU^i 
tnbü^, »enn man bie 1 auf ben 9lenner cos* 9 bringt; 

AB = (a— b) ^/ ^^^^''y+sin^y _a~j 

'^ cos* 9 cos 9* 

«etf})iel AC = b = 114,75', unb BC = a = 189' C =s 
107^48' 

log tang<p = log2+ logsin55o 54' — Iog74;25 -f J [loglS» 

log 2 = 0,3010300 +»»8lH751 

log sin 530 54' = 0,9074059 — 1 

J084359 ~ 
log 74,25 = 1,8706965 



0,3377894 —2 



log 189 = 2,2764618 
log 114,75 = 2,0597527 



4,8362145 

^2,1681072 



log lang 9 =: 0,5058466 
9 = 720 40'20" 
AP - 74,25 
" cos 720 40*29" 
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log AB = log 74,25 —log cos72ö40'20'^ 
log 74,25 = 1,8706965 
log cos 72^ 40'20'' = 0,4739767—1 
log AB = 2,3967169 
AB = 249,297. 
Stet %all SSenn nur einer ber betben £)erter jugangCd^ t^ 
Xuflofjing. & fei wn ben betben ßertem A unb B nur A 
ju8an8lid&- 2Ran meffe bann AC = a, unb in C u. A bte SBinfet 
C unb A, bann ergiebt fi^ auö bem Dteiecf ACB: 

A Q sin C 

sin(AH-C) 
3- ». Sil a = 738', A = 310 5/ y„t> € = 24^ 16^13'' fo \^ 
. « _ 738>sin24Q16a3 '' 
sin 55^21' 13" 
AB = 368,734'. 
3t er %all äBenn feiner ber betben iDerter A unb B {uganglid^ 
ift. (gig. 23 unb 24.) 

9Ran nebme in ber Umgegenb eine grabe Sinie (®tanblinte ober 
SafiS) an, fot^iel al^ ntoglicb entweber parallel ber ju beftimmenben 
ttntfemung, ober biefe fenfred&t burd^fd&neibenb* 9Ran meffe bte 
8e»al^lte®tanblinieCD = b, in C bie SBinfel ACD = C, unfr 
BCD = c, unb in D bie SBinfel CDB = D unb CDA=d. S>ana 
i^ in bem ©reiecf ACD befannt: CD, ^C, Z^i 
folglich 2tb = siadtsiD(C -f- d) 

b»sind 

^"imCÜ+dy 
ebenfo laßt ftd^ au^ bem ©reiecf CDB , in welchem CD^ ^ c^ 
zL D befannt ftnb, CB = y finben. üRan l^at : 

b»8inD 

^ ~ 8in(D-f-cy 
9lun ftnb in bem !Dreied ACB befannt: 

Xy y, ZACB = C— c, 
folglich AB = /"x* -h y * — 2xy cos (C — c). 
»eifpiel. 68 fei b = 750' unb C = 110^, D = 117030* 

0= 37O40',d = 38020'. 
©ann iH X = 1^38020' 

' 8U13I04O' 
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log 750 = 2,8750613 
log sin 38010' = 0,7925566 — l 

2,6676179 
log sin38"40' = 0,7201399 — 1 

logx = 2,9474780 
X = 886,09' 

750.8in 117030' 



y = 



sin24o50' 
log750 = 2,8750613 
log sin 117030' = 0,9479289 - 1 

2,8229902 
log sin 24050' = 0,6232287—1 

logy = 3,1997815 
y = 1584,023' 
AB = 1562,807' (»erglet^e bie »ered^nung i»on AB im etflen 
gaOf.) 

f. 46. 9tuftthu 

Hut txti t^teiSage naä) bcfannten £)tten A, B, C, 
unb au$ ben Sßtnfeln, welche btt Sntfetnungen biifcc 
föttt von (inem ottrten jDrte D in biefcm mit etnan* 
bei bilben, bie Sage biefed eierten föttti {nCejie^ung 
auf jene ju ftnben.') (gig. 25.) 

tKuflSfung. I. ^a bie Sage bet brti iDtte A, B, C, gegeben 
iji, fo tji AB = a, BC = b unb zlABC = a belannt; ferner tft 
ZlADB =» ß unb Z_BDC = i gegeben. & ift junad&ft ZBAD 
= X jtt pnben; bann t{i Z. BCD = 360» — (a + ß + t 
+ x) ober, tvenn man ber Jtfirje wegen 

a + ß + T = 8 fe^t, Z.BCD = 360o — (8 + x). 

9lun ifi in bem ItttUd ABD: 



*) SDiifc Xufgabe i^ untn hm namcn: |>ot((not'f4( Viiftaftr, 
obn tifgonomtttirtQc« aiAdwirtettnf^ncitcn no4 b<el 
9)nn(trn bcfonnt, unb <n bei Sttbrncffunft von SBM^tigrdt. 
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atBI>3;;;$ki/?t8Uix 

ut* BD ==:*!*"? 

sioß 

gcmer t jl in bcm 3>reied BCD : 

biBD = s]aYSsmBCD 

unb BD =^.?£^ = _ ^^ (S + ^) 

SMiY sinY ' 

folölldl) ^^"^ _ _ bsin(S+ x) ^ 

»inß sin 7 ' 

Dbcr, weit sin (3 + x) = sinS «osx + cos 8 sinx x% 
asinx b 

sinp IS^ ^^"^ <^«^ + c<>s8 sinx). 

SDiultipHjirt mn beiberfetl§ mit ^, fa tft 

a ' 

b sin 8 , . ^ 

smx = — — j-5 (sin 5 cos X + cos 8 sinx). 

a sm Y ' ' 

J)it){Wrt man bcibe Seiten turd^ cosx, fo ift 

tang X = ' ?"j (sin8 4- cosS.tangx), 

a sm T 

^itrottö ejgi^bt fiiljj : 

*««• ^ ^ bsjngsino . 

^ . ajaiMY-f-^sinß coso 

Um biefe. jgoYmei |ui? SSered^^ntutg mit ^ogauti^mtn bequemer {tt 
madigen, ne^me man 

b sin ß sin.8 
^ ' |^slnY 

^ .* . • bsinßsinS b sinß stn&cjsy 

* . . ^^ng y sui Y 

— b sinS sin8 



mmn ten^ x = b«nß8.p8cosy ^j^ ^^ = 

smy ' ^ 

— sin 8 

«in8 cosy , » 

— = ^ + cos 

siny ' 

9tnlt{pli|trt man Salbtet unb 9tenner M U|tin XutbmdS mit 
«ihyfo er^d(tnrÄn: 



57 



• _ "N 



__ — Sin Sin y sino siny 

^ sinS cosy-j- cos S siny sin(5-f-y) 

3fl l^twauö Z_Ti flcfunben, f» ergtebt ftd^ aut A AI^I>: 



siftß 



BD = 



a sinx 



sinß 

Sil t>«n ADBC ijt cnMt^ Z DB*^ = a — ABD; un^ 
ABD = 1800 — (ß + X), 
<üfo zlDBC = a — [1800— (ß+ X)] = o + ß 4- x — 180» 

= >_ [1800 - (a -I- ß + X)], 
t»ot)«t sinDBC = sin — [I8O0 — (a -{- ß + x)] = 

— sin [1800 _ (a 4. ß + x)] = ~ sJ4>(a + ß + x). 
9}unt9 I)Ctb = sin DBCi siny, 

fblflli* DC = ^-^^^"^ = - b"n(« + <> + ^). 

Siegt t>er ?)unft O.mtt bem ?>unfte B auf einerlei ®iite üon AC, 
fo muß ber conüere SGBinfcl ABC ober 360» — a genommen wer« 
ben. ebenfo ergiebt ftdE^ bie ricbtige 8age beö 9)unfte§ D, wenn 
er innerf)alb be§ ©reierf § ABC (iegt^ burd^ gelinge SÖerWitc^tb 
gung ber ßetd^en ber trigonometrifd^en Sunctionen^ Siegt enbtid^ 
D auf ber ?)erip^erie bc6 Äreife^, weldber burdl) A, B, C ge^t, fo 
ijl bie Ttufgabe unbeftimmt, weit bann a4-ß + T = 8 = 2R^ 
mitbin sin 8 = Ö" ijl. 
a5eif»)ieU a = 1153,7; b = 849,430' 

a = 112"25', ß = 27031', \ = 19ol4^ 
gjla« finbet Zx = 90o25'42" 
AD = 2095,59 
BD = 248^,951, 
DC ==; 2121,56'- 

■ I / 

D, 7(nwenbung ber S^rigonometrie auf •|)6'b<n.mtf« 

fungeii* 

^ie ,^6be e4ne$ <^e.g£nft(i{ibeS (^l^u^rmeS obei; jß.er^ 
geö) ju finben, beff^i\§up vn.i^uftan$(Hl^ i|t- ■ 
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TCuflSfurtg. ©enft man ffd^ butdfi bic ju pnbenbe ^obe eine 
IBetttcalebenc gelegt, fo tt>irt btefe bie ebene, weld^e ben ju meffem 
ben ©egenftanb umglebt, in einet ginie f^netben, »eld^e borijäntal 
fein wirb, ober nid^t, je nad&bem e^ bie @bene ift ober nid&t & 
fdnnen baber folgenbe brei galle eintreten: entweber ift bie SJurd^^ 
f^nittflinie ber SSerticalebene unb ber umgebenben gbene borijontöl, 
ober 2) ber gu^punft ber ^obe liegt unter ober 3) uber^ber 
burd^ einen ©tanbort in jener ©urd^fd^nitt^linie gelegten ^orijon^ 
talebene. 

I. S)ie ®ur^fd&nitt§Unie ber burd^ bie Jg)6be unb 
einen @tanbort in ber umgebenben (Sbene gelegten 
»erticalebene ift borijontal. (gig. 26.) 

^an meffe ein ©tucf CD = b (Stanblinie ober äBap) Diefer 
©urd&fc^nittSlinie AD unb in C unb D bie SBinfel BCA = a, unb 
BDA = ft (|)6ben ober ®et)ation§n>infel). 35ann finb in bem 
2)reied BDC eine ©eite b unb jwei'SBinfel a unb DHC = ß — a 
befannt, folglid^ ijl 

BCjb = sinßisin (ß — a) 

unb baber BC = ,5^^'^. 

9lun ifl in bem re^twinfligen ©reiecf ABC (§, 32) 

AB = BC. sina* 

folglich, wenn man .\l'^^ . m BC fefet: 

.« b sin ß sin a ,, 

»eif»>tel. 3jl b = 967', ß = 16o43'5" unb a = T^S'IS'; 
fo finbet man 

AB = 205,131^ 

II. £er %uipvinU ber ^if)t liegt unter ber burd^ 
einen ©tanbort in ber S)urd^fd^nittd(inie gelegten^o« 
rijontalen. (8ig. 27.) 

SKan meffe »ieber ein©tfi(f CD = b(a5afi8) biefer 25urd^^ 
fd^nittdlinie, ben! e fid^ burd^ C unb D bie horizontalen CF unb DG 
Sejogen, meffe in C ben Sßinfel, FCB = a (J^il[)enn>in(et t)on B in 
C) unb ben Sinfel FC A = ß (SCiefennrfnW toon A in C) unb in D 
ben Sinfet GDB ($6benwinfel t»on B in D). 
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*E)onn ffnb m bem Dreitrf BDC eine ®ette b vmh jwei SBtnfeV 
BCD = a + ß, unb ZBi^C = 18(H> - (T + ß) Mannt, folg» 
ti(^ /^DBC = -y — a, mithin ift: 

BClb = sm(T + ß) tsin (t — o) ■ 

9lun tjl in t»em re^jöpinfltgen ©reterf FBC: 

2) FB = BC sina = ^-^-^^j-. 

^\ VC — nr .««„ — b s'n(lf + ß) cos« 

3) FC = BC cosa - ^{„(^ _ «) 

SnblWb ift in bem ted^twinf ligen ©teied FCA : 

4) AF =FC tgß ^ ^^iaiL+ßI^«?JS& 
'^ ^*^ Sin cy — «) 

«nb ba!,er 5) AB = AF + FB = b sin(T + ß) cos« t gß 

b sin(Y + ß) sina b sinCr + ß) r ^ o , • ^i 

- .-* ■ ^ . — r- = - . ■'* ^ , [cosa tgß 4- sma], 
sm{Y — a) sin(7 — a) *• ^^ ^ 

©efet man no^ ^^ jtatt tgß. fo nH^tman: 

Äx AH "^ si"(T + ß) ^^sa sinß + sina cosß 
^ sm(7 — a cosß 

Ober „AB = ^^^.±3}^(^JX" 
" sin(7— a) cosß 

«e{f»)teL Sil b = 1500', a = 25046', ß = 32ol7V 
7 =s: 470^', Tö finbet »tan AB = 4006,7^ 

IIL 45^r guf^)un*t ber ^H« Hegt tber bet bnt^ 
cmen Ctanbort in ter S)ur^fclb»Jtt«Unu flelegteii 
^ottjontalem (Sig. 28,) 

SRan meffe ein Stficf CD = b (fl5«ji«), benfc jt^ burd& C unb 
D bie ^orijontalen CF unb DG gcjogen, weld&e bie »etlangetuna; 
bct ^6|k ab in F unb G treffen, meffe in C bie Jg)6^enwinfei »on 
B unb A, BCF=a, ACF = ß, unb in D ben ^Ä^enwinfel Don B^ 

BDG = T* 

®ann jtnb in bem JJreiecf BCD eine Seite b unb jwei SBinfel 
BCD Ä= a ^ ß, unb BDC == I8O0 — (7 — ß) gegeben, f^olglidj^ 
/;dbc = 7 — a; ba&et tfl 
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BC t b = sin(Y — ß) « sin(7 — o), , 
sin(7 — a) i: 

9lun ift in bcm re^twinfilgen ©reietf FBC : . 

2)FB = BCsina=.^..!l?l^^ 

'^ , Bin (t — Qt) 

^\ wr- nr. b sm(7 — ß) cosa 
3) FC = BCcos a = • r—— -**— t 

«nb in bem ted^twinf ligcn ©wictf APC : 

4) AF = FC tgß = !L?£^,:=JßL??^i^ 

^^ sin(Y — a) 

lom 5) AB = BF - AF = b«i(l- ß>.«E? _ 

° . / sin(Y — et) 

t) sinCif — ß) cosa teß b sin'Y — ß) ^ , , -,. 

«11(7 -^ a) sin(Y — a) '^ ^^^ 

^bet, wenn man ^^^ {lött tgß fel^t: 

^v . g b sin (t~ ß) F sina cosß — <?osa sinß l 

sin(V — a) L cosß J 

ba« fjl , AB = bÜ!lgr - ß)«?!« -J.V 
' " sio(Y — a) cosp 

85elf})tel. Sjl b = 1500', a = 65ol5', ß = 18»36', y = 

72015', fo ftnbrt man AB = 22600,47'. 

IV. Stann obn vtiU man Ut @tanbltnte ntd^t in bei butd^ bie 

ju «(ffenb( .!^^{ ^Mben S3erttca(cbme nehmen, fo nc^e >*An 

'<gt8. 29.) bttfeJbe in einer niUlM^tn ffii^tiim CD^i m^^ 

€D at b, in I>, unb C bie |>(mjontol»tnfe| -AP€ .«*■«, mt> 

ACD SS ß, «n¥ in € no(( ben;|>6^enn>iBf tl BC^3»Tf. Dann, ijl in 

Dem ©reied ACD: . ' 

ACib = 5iDatsin(a + ß)/ 

1»r0«(^ 1) AC = J^_^ 
" . si» (a + ß) 

vtfb nt bttt: «•dHwinf ttgcn JDtetnf BAC: 
2)AB=ACtg-r=^^SY 

«etf})itt 3jlb = 650', ß=: 4Sf»SW, «= 52o4Ö' unfc «f 
~ 36020', fo finbet mon AB = 387,4446.'. 
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Stereometrie. 
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Manien jtco^nt Ctnttn.uiiD T>tn Cbtntn. 



©fc ©tercomctrfc ober forpcrlid&e @eomettie fjl berjtnfge 
SE^ell ber ©eemcttte, ber üon ben ®r6fen im fRaumt fibtrl&iau^t 
l^anbelt 

h ^ux6) {Yvet fünfte im SHanmt, föl^lid^ a\x6) iux6) eine gerabe 
Sinie im Staume ftnb unenbli4^ t)iele Sbenen bentbar» 

2« 3ebe gerabe Sinie Um in einn €(eQe liegenb gebadet mürben. 

3. S)tei ?>unfte, bie ni^t in gtraber 8;inie liegen^Be* 
flimmen bie gage einer öbene irfi3laume* 

!• Durd^ brci fünfte, bie ni^t in geraber ginie liegen^ giel&t e§ 
nur eine @bene. 

2, Sauen jtpei @benen atfo in brei fünften {ufammen, fo faQen 
fie ibrer ganjeh Äu§bef)nun3 naä) jufammem 

3. äwei gerabe ginien, welche einähber fd^neiben, unb iparaMe 
Linien liegen in einer befiimmten Sbene» 

©er ©urdS)fd^nitt jweier ebenen ifl eine gerabe 8inie. 
(Sig. 31.) 

SBeweiö. SBareber ©urd^ifd^nitt ber beiben ebenen MN unb OP 
feine gerabe JHnie, fonbern etwa bie frumme ACB, fo Ratten beibe 
ebenen mtl)x al§ jwei fünfte, bie ni^t in geraber ginie.ßegeii, 
gemein, unb mh^Un baber gattj jufammenfallen (§. 3, 2.)^ woa 
gegen bie SBorau6fei^ung n>dre» S)er ©urd^fc^nitt gtoeier ebenen 
fann alfo nur eine gerabe Sinie fein» 
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f. 5. £e|ff«#. 

&tt\)t eine gerabe Sttite im S)ut(|^f(|^nitt§)>unlte 
jweier anbern (Setaben auf ieber betfelben fenfre^t, 
to ftfl^t fte auf ieber (Seraben fenfre(|^t, t^tlö^t in ber 
^bene jener beiben ®eraben bur(|^ t^ren SDur^f^nttti^ 
^unft seiogen werben fonnen. (%\i. 32«) 

»orauSfefeung. ZVAB=ZßAG, Z.CAB=/ßAD. 

SBel^auptung. AB (te^t fentre(|^t auf ieber burd^ A in bec 
ISbene ber ®eraben (FG, CD) gezogenen geraben Sinie. 

SSttütU. ÜRan jte^e beßebtg bur^ A in ber (Sbene ber geraben 
einif FG unb CD eine britte gerabe Sinie HK. fSRan maä)t Fa 
= AG, CA = AD, jie^e FC, DG, welche HK in H unb K iift\i^ 
ben, unb Derbinbe nod^ F, H, C, D, K, G mit einem beliebigen 
fünfte B in AB. 

3n ben ^reiecfen FAC unb ADG ift nun 

AF = AG j ^^^ j^^y eonjhuf tion 
CA = AD ^ 

ZFAC = ZDAG 



iV- 



«nbtö^fr 1) FC = DG 

2) ZAPC = ZAGD. 
SSeil fernet in btn ^ttitim FHA unb AKG 

Fa = AG (nad^ ber Qonftt.) 
^HAF=ZKAG 
ZAFH = ZAGK (1) 

•fotfl A^FH^AÄKG . 

f«>l9lt<^ 3) FH = KG 

4) AH= AK. 
Stun iji in ben ^ttitätn FAB unb BAG 

AF = AG 
AB = AB 
ZFAB = ^BAG = R 



W*bm 5) FB = BG. 

%ü6 gleid^fn ©rfinben ift au* ACAB^BAD unb bab« 

6) CO =: BD. 
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9?un ijl au* A^FA ^ ABAG, folflli« 

7) ZBFC = ZBGD 
Jemet ABFH ^ BGK, ballet 

8) HB = BK. 
(Sn\>liä) ijl and) AHAB ^ A BAK, mithin 

9) ZHAB = ZBAK = R w. j. b. xo. 

S* •• 9tf titung* 
Sine gerate ginie {lel£)t auf einer Sbene fenfred^t, toenn fte auf 
•allen ®eraben fenfred^t {lebt, bie bufd^ ben $unf t, in weld^em {te bte 
ISbene trifft, %\x^p}xnU genannt, in biefer gebogen n>erben f innen« 

(Sine gerabe Sinie fiebt baber auf einer gbene fenfrec^t, tt>enn fte 

ouf ivoei in biefer @bene burdf^ ibren Suppunft gebenben ®eraben 

fentred^t ftebt 

$.9. ifte^tfa^. 

3n einem fünfte einer @bene i{l auf biefer nun eine 
«enfred(>te m6glid(>. (Big- 33.) 

ißtxotU. ®dbe ed auper BA im fünfte A auf ber Sbene PR 
noi) eine jweite ©enfred^te, ütoa AC, fo n>&rbe bie burdb AB unb AC 
^gelegte Sbene bie Sbene PR in einer geraben Sinie AD fc^ntiben« 
(§• 4.) S)ann m&ßte (§• 6) aber fowobt AB, aW AC auf AD in 
berfelben 6bene BAC fenfrec^t fieben, n>a$ nid^t migl(id^ ifL & 
iam baber nur AB fenfred()t auf PR fein. 

(.9. j&e^tfat^. 

SSon einem fünfte au^erbalb einer (Sbene giebt ed 
nur eine ©enfr^d^te auf biefelbe/ (Big, 84.) 

33en>ei$* ®abt e$ auger AC t)on A auSnod^ eine jweite Sent 
tt^tt auf bie Sbene PR, etwa AB, fo »firbe bie burd^ AB unb AC 
gelegte (Sbene bie (Sbene PR in BC fc^neiben, unb ed rohxt bann 
ZABC= ZACB = R, tt)a§ unmjglid^ ift, ba bie ©umme jweier 
aSJinf el be6 ©reiedP« BAC nicbt gleid^ 2R fein f anm m giebt babet 
nur tint ©enfredj^te AC toon A auf bie (Sbene PR, 

f. lO. «c^vf«^. 

@tebt eine gerabe Sinie auf brei anbern geraben 
tiinien in bemfelben fünfte fenfred^t, fo liegen biefe in 
«inet (Sbene. (Sig* 35.) 

aSorauSfefeung. ZFAB = ZFAC = ZFAD = R, 

Sel^au))tung, AB, AC, AD liegen in einer Sbene« 
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S8ett)ei§» ia^m AB, AC, AD nid^t in einer Sbene, fo liegen 
kod^ jwei t)on i^nen, ttt^a AB, AD in einet €be«e (§. 3, 3), unb 
AC mufite tonn entweber unterhalb ober oberhalb biefer ßbene 
liegen, 8age AC ttxoa oberbalb ber &int BAD, fo würbe, wenn 
man jidb burd^ AP unb At^ eine 6bene'$<legt benft, biefe, geb^rig 
erweitert, bie- @bene BAD fcbneiben. 6« fei AG ber 2)urd&fd&nitt 
beiber ebenen. SBeil nun AF auf AB unb AD fenfred&t ift, jb ift 
AP au(^ auf ber <Sbene BAD fenfredjjt (§. 7,), fotgli^ aud^ auf AG; 
'^. ff, e8 mfi§te bann AF in ber ßbene FAC auf jwei geraben ginien 
AC unb AG in A fenfrec^t fein, weld^eS unmiglicb ifr Auf ben* 
felben S5Biberf^)rud[) fommt man», wollte man annebmen, AC fiele 
imterbdlb ber (Sbene BAD; ÄC tann baber nur in bie 6bene BAD 
felbji fallen, unb liegt alfo mit AB unb AD in berfelben (gbene. 

3w>ei gerabe Sinien, welche auf berfelben ßbenc fenl* 
Tcd&tpeben,.finb»)arallel. (gig, 36,) 

a^orauJfefeung: AB unb CD fenfred^t auf ber ebene PQ. 

Sßebau^tung: AB II CD; 

.SBen>ei6, 3Ran Dtrbinbe A mit C, txx\ä)U in C in ber Sbtnc 
PQ auf AC bie ©enfred^te CF, nebme CF = AB, unb jiebe BC, 
BP, ÄF; ©ahn (jl' ABAC^ AACF, unb baber 

1) BC = BF. 
Serner ift ABAF^ ABCF, folgli(^: 

2) ZBAF = ZßCF = R. 

SBtil aber DC fenfrecbt auf ber ebene PQ jtebt, fo ift DC fenfred&t 
euf CF, »ferner nad^ 2) CF fenfred^t auf BC, unb nadb berCoH'^ 
fbuftion CF fenfrecbt auf AC, folglicb liegen (§. 10,) AC, BC, DC 
in. einer ebene, unb ba BA unb DC fenfred&t auf AC finb, fo pnb 
fie parallel, 

©tebt t)on jwei ^jarallelen geraben £inien bie eine 
fenfre^t auf einer ebene, fo ftebt aud& bie anbere auf 
berfelben fenfrecbt* (gig. 36.) 
aSorauaf el^ung: BA II CD unbBAfenfred^t auf ber ebeneMN» 
S5ebau<>tung: DC fenfred^t auf ber ebene MN^ 
fi5ewei§, SKan jii^e AC, errid^te in C auf AC in ber Sbene 
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MN bie CF fenfted&t, maä)t CF = AB, unb jie^c BC, BF, AP. 
Dünn ifl ABAC^ AACF unb ba^er 

1) BC = AF, 
ferner ABAF ^ BCF, folflK« : ' 

2) ^BAF = ^BCF. 

Slun ijl Z BAF = R, weit BA auf ber Gbene MN, folglid^ au^ 
auf AF fenfred^t ift; folgli* aud& ^BCF = Ä, unb CF fenfre^t 
auf ber ebene ACB, mithin aud^ auf DC; DC ijl aber aud^ fenf« 
recbt auf AC, weit DC II AB, folglid^ DC fcnfred^t auf ber (gbenc 
MN, (§,7.) 

S. 13. fCttfga^e. 

SSon einem gegebenen fünfte auf erbalb einer gege» 
benen (Sbene auf biefe eine @enfre(^te ju fallen« (Stg.37«) 

2Cuf(5fun^, ^an {iebe in ber gegebenen @bene.PR eine be« 
liebige gerabe 8inie BC, unb faUe von A au^ in ber (Sbene ABC auf 
BC eine ® enfred^te AD, enid&te in D in bei dUm PR auf BC eine 
®en!red&te DF, unb fiHe bon A in ber ßberte ADF auf DF eine 
©enfred^te AG, fo ift AG bie bertangte ©enfred^te auf ber (Sbene FR» 

Sßttotiß: 2)a BD auf AD unb FD in D fcnfre^t fttf)t, fo ift 
BD fenfred^t auf ber ebene ADF (§, ?.)• Sie^t man baber bur^ 
G in ber ebene PR ju BC bie ^araUele HG, fo ift aud& HG fenf^ 
re^t auf ber ebene ADF (§. 12.), folglid^ aud& auf AG. ©a alfo 
AG auf HG unb GD (md) ber Sonftruftion) fenfred^t ijl, fo ftebt 
AG aud& fenfred^t auf ber ebene PR (§. 70. 

$. 14. fCttfga^e. 

3n einem gegebenen fünfte einer gegebenen ebene 
aufbiefer eine @enfrecbte ju erridbten. (gig. 38.) 

Äuflifung. Üu^ einem beliebigen ?)unfte B auferbalb ber ge* 
gebenen ebene PR falle man auf biefe eine @enfred&te BC (§, 13.)^ 
unb jiebe in ber ebene ABC ju BC bie ^axaUtk AD, fo ift AD bie 
t)er(angte ©enfred&te. 

X)er aScweia ergiebt fid^ fofort auä §. 12. 

i. 15. JSe^tfa^. 

Unter alten geraben Linien, »eld^e loon einem ?)unfte 
augerbalb einer ebene nadf> biefer l)in gejogen »erben 
f 6nnen; ijl bie ©enfred&te bie f urjelle, (gig. 34.) 
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«3 e» eis. 3fl AC fenfrid^ auf PR unb AB irgmb ctni atitom 
Don A mi) einem beliebigen fünfte B in ebene VR Be|0gnie 
®erabe, fo ift, n>enn man npd^ BC jtel^t, in bem red^nointtigen 
S^reied ABC bit ^^potenufe ABgrifet, att bk Aat^ A€. 

ritt. Bttfal;. 

£)ie 9on einem Shtnite auf erbalb einer ebene auf biefe gef^Dte 
Oenti^e^te ift baber bad fDloafl ber (Sntfeirnung biefeS 9unfteiB 
DonberCbene- 

1 IV. Cffflätung. 

@tebt eine gerabe Sinie AB (gig. 34.) nid^t fenfred^t auf einer 
ebene PR, unb u>irb loon einem beliebigen fünfte A berfelben auf 
bie (Ebene eine Senfrec^te AC gejogen unb beren Suf puntt C mit B 
Derbunben, fo beifit bie ®erabe BC bie 9>ro)eItion ber erfleren 
®eraben AB auf bie (Ebene PR. 

Unter allen SSinfeln, »eld^e eine gerabe Sinte, bie auf 
einer fibent nidftt fenfred^r {lebt, mit diuien btibet, 
tveld^e in biefer burd^ ben S)ur(^fd^nittS))unIt gebogen 
»erben iSnnen, iß ber SBinfel, n>eld^en fie mit tbrer 
Droieftion bilbet, ber «einjle. (gig. 39.) 

eeweid« e« ftebe AB fd^ief, unb AC fenfred^t auf ber (8hm 
BIN; bann ift BC bie ^roieftion ber ©eraben AB auf bie Sbnie 
MN. Siebt man burd^ B beliebig in ber &mt MN eine onbere 
©erabe BD, fo ift Z ABC<^ ABD. SRan ma^t,um bie§ ju 
beweifen, BD = BC, unb jtebe CD utü> AD. 2)ann ift in bem 
tedbtwnRfgen 3)reierf ACD, AD > AC, unb baber in ben ©refe 
cden ABCunbABD: 

AB=AB 

BC=iBD 

AC <: AD 

folglich ZABC < ZABD. 

S. 19. Clrflatung. 

S)er SBinfel, totl^tn eine auf einer (Sbene ntd^t fenfred^t ftebenbe 
©erabe mit tbrer 9rojeftion auf bie (Ebene bilbet, ift baber baS 
tDlaafi f&r bie Steigung ber geraben Sinie gegen bie (Ebene, unb 
^eift bedbolb ber 9leigungdwinfel ber ©eraben gegen bie Sbene. 



. @n( gvr^tK^Kit ein«? ^^ti^*r.^litfj wm» rir^lK(Mi| Mi» 
(&ngcrt, ntrgenbl Ut^tfbt trifft 

(Sine Seyat^ri^ eiiievttir^nr;^af4l|Al,,t|04M.rMii)li«fl 
D^iftlbeiK^lif^afMft berebeaelieati un*f« m.ttfwtf tu 

je<i»tt«i aft$t»ABmd^tya»iItfktt;fibMeMN,.fo.|hi&fteffe 
t^ylinsett tnefcjbe treffin, <twa in G, fBeirUiiNt mm Üt 9$xA 
Ulm AB unb CD hmd) eine &tne, fo n>irb bieft tii (Sbm MNüi 
CD fd^neiben^ weil CD in beiben @benen (ugleid^ liegen mufi» Z>a 
nun G ron)ob( in bev (^bene MN, aU in ber (^bene (AB, CD) liegm 
tn&lte^ fo Hnnte et nur in ber ^r(^f(|initt«finie CD fieiber Qbcncn 
litgen, b. b* AB unb CD mußten in G lufmmnM^in, wai %^ 
SSpvauafegung »iberfprid^t @d ift ba^et ABMMN« 

f 99. ittW^l^t.. 

93irb bitrd^ einen ^untt .Aufier$alb rittet 6b cne)tt 
chiec in biefrr Cbeae Itegenben geraben Sinie eint Va« 
vailele gejogen, fo i(l fte pat^tUel mit btefer Sbcit«. 

ffiirb auf i^nlU^t Xvt beriefen, wir ber oorbergebenbe Sa|» 

(.9.8. 3ttfa#t 
S)ur(i^ einen 9)uidt ou^evbAlb einer ebene giebt ed mienbiifl^ bick 
fierabe Sinien, wtM)i mit jener Qbenr ))araBeI (tnb« 

SL9 eine gerabe Sinie einer (SbeneyaraUeU unb wirb 
iutk birie eine (£ben^ gelegt, meld^r jene erflere (Sbene 
fd&«eibet, fo ift bie 35m(bf*nitt3Hnie beiber ebenen 
jener geraben Sinie paxalUl (Sig* 4L) 

{Beweis. So fei AB parallel ber @bene MN unb CD bie !Dur4K 
f^nittdlinir einei bur^ AB gebenben ebene unb ber ebene MN« 
SBare nun CD nicj^t paraUel AB, fo mu$te fte, i^erikgert, biefe 
treffen, etwa in G. di rnftfite aber b^n« <' f<>W^l ^ ^^^ ^^^^ 
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HN, M aud^ m ber Unit AB liegen, unb ba^er AB bte 66ene MN 
f^urfbni, wa^ gtitn bte CoratiAfe^ung x% 3)af)et ift CD II AB. 

3t eine gerabe Siiite einet 6bene pavalUt, fo ift fte 
filfetäll gleid^n>eit t)on btefer entfernt (Sig. 42«) 

»ttotis; & fei AB II MN. SSon {»et beliebigen Dunften' 
C, D bff fDarftHelen AB fiDe man auf MN bte @enf redeten CF unb 
DG^ unb loetbtnbe F mit G burd^ eine gerabe ginie FG. S>en(t 
man fM& CF unb DG burdf) eine @bene Detbunben, fb ifi F6 bie 
Snrd^f^nittdlinie ber Sbenen FCDG unb MN; ba nun bie &tnt 
FCD6 iugbld^ burd^ AB gel^t, fo ift FG II CD, unb n>etl aud^ 
CF II DG (§• 11.)/ fö ip CF = DG. 

(.90. jfte^ffa^. 

$mt\ getabe einten, tt>eld^e einer britten parallelfinb^ 
finb paraUel, aud^ n>enn fie nid^t aUe brei in einet 
ebene (tegem (Sig- 43.) 

Borauöfel^ung. AB II EF, DC II EF, unb AB, EF, DC 
liegen nid^t in einer (Sbene. 

S3el^aR))tung. AB II CD. 

Cemei^. SRan i^erbinbe bie ^araDeten AB unb EF burc^ eme 
€bene, unb DC unb EF burd^ eine {meite @bene; in einem beliebigeii 
fünfte G ber EF erridjite manaufbiefer in ber (SbeneABEF bie Senf« 
redete GH, unb in ber (Sbene CDEF bie ©enfred^te GJ, verringere 
beibe, bi6 fie AB unb CD in brn fünften H unb J fd^neiben. iRun ifl 
GE fenfre^t auf ber ebene IIGJ (§. 7.), folglich aud^ HB unb DJ 
(§. 12.), unb baber ip HB tl DJ (§, 11,). 

S. 97. »t^tfaif. 

SBSintel, weld^e nid^t in einer @bene liegen, unb bereit 
€5d&enfel bejie^)lid& parallel finb, finb entweber ein^» 
<inber gleid^, ober jufammmen gleid^2R, ie nad^benr 
i^re Oeffnungen nad& berfelben Seite gefeiert finb, ober 
ni^t« 

1. »oraudfegung. (Sig« 44.) AB II DF, AC II DG unb bte 
jDeffhungen beiber ftnb nad^ berfelben Seite gefeiert 

«e^auptung: ^BAC = ZFDG. 
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ißtxotU. g^an tnad^e AB= DF, AC= DG, ttnb OtU 
BF, AD, CG, BC, FG. 

SBcU nun AB 4: FD, fo ijl ABFD ein l^araDelosramm, unb 
bälget 

1) BP :}: AD. 
Zu6 benfelben ®ir&nben fo(gt: 

2) CG :{: AD 
mitl^m 3^ BF 4: CG 

imb beg^alb FßCG ein ^araHetogramm, folglid^ 

4) BC 4: FG. 
9lun Ijl A BAC ^ A FDG* 
batet 5) ZBAC = Z^DG. 
2) »orauöfefeuttg. (gtg. 45.) AB i|DF, AC||DG, unb bte 
Öeffnungen beiber nad^ entgegengefefeten Seiten gefefttt 
a5ebom)tung. ZBAC + ZFDG = 2R. 
3)er äSeweid ergtebt {id[^ leidet, n>enn man FD übev D ^in««« 
t)etldngert unb 1« anwenbet 

S* !»9. «frflarttng. 

©(Reiben {td^ in>et Ebenen (Sig. 46.) AC unb AD, unb nxUhUt 
man in bem beliebigen fünfte F ber X)urd^f(^mtt$Iin{e AB auf 
terfelben in ber Sbene AC bte @en{red&te FG, unb in ber Sbene 
AD bie ©enfred&te FH, fo bctgt ber SBinfel HFG ber SReigung«« 
n)in{el ber 6bene AD gegen bie 6bene AC. 

^er 9leigung$n>infel }n>eter fidb fd^neibenber (Sbe» 
iten tfl baber ber SBSinfel, meldten jtDei in bemfelben 
fünfte ber Surd^fd^nittSlinie auf biefelbe in lebet 
€bene fenlred^t gezogene gerabe Sinien einfd^IiefietL 

^a{iber9letgungdwinfel immer berfelbe bleibt, m ipeld^em fünfte 
man au^ bie ©enfred^ten FH unb FG errid^tet, folgt aui §• 27« 

®ne Sbene ftebt auf einer anbem @bene fenfre^t, n^tnn ber 
1Reigungdtt>infeI beiber ebenen ein red(^ter {ft 

®tebt eine grabe Sinie auf einet Sbene fenfrcdbt, fo 
i^ iebe burd^ biefe grabe Sinie gebenbe (Ebene auf bn 
erften ebene fenfret^t. (gig. 47). 
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«eHfeifc Ses-fil AB tÄ«r«5t aiif »h CbeÄ^p' Wl, ^^^ 
Mubtge burd^AB gel^enbe @bene, weld)e^bte^etve PH {n ÜD 
fi^netbtt fSteti «tri^Vt in B nttf CD in »et $&the FR bte Ömf« 
Te*tf BF, fo ijl Z ABF = R (§, 6.) SBeil nun AB auf CD 
(§• 6.) in bet ebene CH, unb BF auf Ct) in ber ebene PR fenf* 
xt^t ftebt, fo ijl /. ABF ber SlctgntrflJwmlel (§. 280 ^^^ ßbeften 
CH unb PR, forglid^, ba biefer ein nOjUt ijt, ebene CH fenfrcd^t 
ouf PR. (§. 290 

©teben jwei ebtnen «uf tinanber fetifred^t, unt 
ftebet in ber einen eint ©erabe auf ber ©urd^fd^nittöt 
linie fenfre^t, fo fielet fle auf ber anbern ebene fenf- 
te*t. (gi8,480 

SSorauöfei^unj: ebene CH fenfred^t auf ber ebene PR, unb 
AB fenftf (JUuf CD. 
iBebau})tung:ABift fenfred^t auf ber ebene PR* 
JBeweiö. errichtet man in ,ber ebene PR in B auf ber 
5)urd&f*nitt§linie CD ber ebenen CH unb PR bie ©enfred&te ßP,. 
fb ift (§.200 /lAliiP ber SJtrigurta^mtftferbei ebenen CH unb PR 
«nbbcibcr 2aBF* = R (rt. b. aSot) b/ b. AB fiebt ferifrec^t 
«lif RP'; utib bä AB äild5> fertfred&t auf CD fjl (n. b* SSorO, fo i[t 
AB fentred^t duftet ebene PR (§♦ 7). 

SSmir |wei ftd^ fd(>nrtti>.ent>e (St>eiten totff einer brittcn 
Qbene fentcti^t fielen, fo tfl aw^ i^rt S)ur4)f<^nitt9* 
tiiric ««fbec lohten «bene Unttt^ (f% 4»). 

S&vcttiaU^tmsi &int €H ttnb Qberie FK fntfrcd^t ftuf ber 
®>eheP». 

SBe^au^Jtung: Sie 2)ur^fd^nttt$ltnte AB bet Ebenen GH 
tmb FK ift fenÜrtc^Uuf >(r %tte PR. 

S3en)et3. SRan etrid^te in bet @beite PHinB auf CD bie 
eenfre^te BL, unb auf F6 bte(Senhed^te B% S^anniffBL fen!^ 
te*t auf ber ebene CH <?■ Sl.)) f^tg«^ aud^ auf AB, unb BM 
f(n(^e^a«fie»eHlMFK(§.ai.), fri^H t^tOf auf AB; cS i|t 
«Ife AB fmftüditt <aff Bf. - utijb BM^ b«|et AE feiihe^t «uf tit 
ebene Pfi. (§. 7.) 
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S. 38. 3ttffl^. 

3tt)n ftd^ f^neibenbe ebenen jinb auf bet ebene Hui ^Refgnnge* 
winfeK fenftecbt 

ebenen finb paxaxtVi, wenn ße, beliebig ertoeitert, nitgenbö ju^ 
fammentreffen. 

©te^f eine gerabe ginie auf jwel ebenen jugleidb 
fenfrecbt, fo finb biefe pataltel. (gig* 50). 

JßorauSfefeung: FG fenfred&t auf ter ebene CD unb auf 
ber &tnz AB. 

IBebauptunfl: ebene AB || ebene CD« 

!Bett>ei^. SSaren bie ebenen CD unb AB nid^t parallel, fo 
m&fiten ffe, fleb^rig erweitert, fid^ in einer geraben 8inie, tttoa KH 
fd^neiben. 

SBerblnbet man irgenb einen beliebigen ^unft ber HK, etwa L^ 
mit P unb G burd& gerabe Sinien, fo wäre in bem,®re{e(f PLG 
ZLFG = ZLGF = R (n. b. SB, unb §♦ 6.); ba bfeö unwjg^ 
IH^ \ft, fo Mnnen bie ebenen, erweitert, fid^nid^t ftbttetben, unb 
ftnb baber parallel« 

sterben jwei parallele ebenen loon einer brieten 
ebene gefdbnitten, fo finb bie S)urdbfdbnittdl{nten pa* 
iralleL rStg. 5L) 

»orauöfegung: ebene AB II ebene CD« 

SSebauptung: £F II GH. 

fBeweid. SSarenEF unb GH nid^t parallel, fo mfi^ten fie^ 
Derl&ngert, etwa in J, {ufammentreffen, SBeil aber bann J fowobt 
in ber &inie EF, atö aud^ in ber einte GH liegen mäfite, fo mfifte 
J f[d& dudj in ben ebenen AB unb CD, in bwen bfef^ Slnien Itegen,. 
iugleidb beftnben, b. b« bie ebenen AB u« CD mix^tm )ufattimentref* 
fen*, wa9 gegen bie JBoraudfei^nng wht es i^ b«ber £F II GH. 

€5inb bt< ©dientet ^weter SSStnftI, wellte in i^erfd^ie^ 
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benen Sbenen liegen^ beiie^Ii^ paxalltl, fo ftnb aud^ 
bte Sbenen parallel^ in benen fie liegen. (Sig. 52.) 

»orauöfefeung: AB || DF. BC1|FG. 

SBebauptung: €bene ABC |I (gbene DFG. 

a3en>et§. iDlan fdUe üon B auf bie @bene DFG eine @enf< 
redete Bü, unb {iebe burd^ H in biefer Sbene ju DF bie DaraHele 
HK unb juFG hit^axaUtU HL. J)ann ijl HL |1 BCunbHK || AB 
(§. 25.x wnb baber BH fenfrecftt auf AB unb BC\ folglidf) BH fenl. 
red^t auf ber 6bene ABC (§. 7.). .^ieraud folgt aber, baf Sbene 
ABC il ebene DFG ijl (§. 35.). 

@inb bie brei Seiten jweier in Derfd^iebenen @benen liegenber 
S)reiede bejieblidE^ paxaUtl, fo ftnb bie ebenen, in benen {te liegen 
paxdUtU 

®tti)t eine grabe S;inie auf ber einen bon jwei pa^ 
rallelen (Sbenen fenlredf^t, fo ift fie aud^ auf ber axis 
bern fenfredS>t. (Sig. 53.) 

aSorau^fe^ung: ebene MN || ebene PR, unb AB fenfred^t 
auf PR. 

SBe^uptung: AB ijl fenfredj^t auf MR 

SBeweiö, SDÜan jiebe in ber ebene PR burdj^ B beliebig jwei 
gerabe Linien BC unb BD, unb lege burdf^ AB unb BC, unb 
bnrd^ AB unb BD ebenen, welche bie ebene MN in AF unb FG 
fdS^neiben. 2)ann ijl AF || BC, AG || BD (§. 36.) 2)a nun AB 
fenfred^t Äuf BD unb DC jlebt (n. b. SBor, unb §. 6), fo ijl jte 
aud& fenfred^t auf AG unb AF, fotglid& aud^ auf ber ebene PR. 
<§. 7.) 

parallele Stnien jwifd^en paxaiUUxi ebenen ftnb 
tinanber gleid^. (S^d* 54.) 

Soraudfe^ung« AB || CD 1| FG, ebene MN || ebene PR. 
»ebauptung. AB = CD = FG. 
JBeweiö. 3iebt man AC fo fjl AC bie S)urd^fd&nittMinie ber 
Qbenen MN unb ABCD, ba AC in betten ebenen jugleidi^ liegt; 
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eben fo ift BD bie 2)ur<ibf(6ntttdltnte t>n (Ebenen PR unb ABCD, 

1) AC II BD (§. 36.) 
unb ba 2) AB || CD (n. \>. SBor.) 
fo ijl auä) 3) AB = CD. 
5Cu8 benfelben ®runben ift, wenn man CF unb DG jieit: 

' 4) CF|1DG 
unb ba auäf 5) CD |1 FG \% fo ijl 
6) CD = FG. 
alfo AB = CD = FG, 

@enfred^te t)on beliebigen fünften bet einen t)Qn jtvet f)aranelen 
ebenen auf bie anbere gcjogen, ftnb einanber gleid^ ; ba^et jtnb pOß 
xaUtU ebenen fiberall gleid^ n^eit t)on einanber entfernt 

SBerben )fiaxalltU Stnten oon jwet @benen fo ge» 
fd^nttten, bag bie jn^ifd^en ben ebenen entbaltenen 
@tu(!e ber parallelen alle unter einanber gleich finb, 
fo finb bie ebenen ipaxalUl (gig« 55.) 

»orauäfefeung: AB=f=CD=|=Fa 

IBef^auptung: ebene MN 11 ebene PR. 

JBeweiö. Solan jiebe AC, CF, BD, DG- S)a (n. b. Bor.) 
AB 4= CD, fo ift ABDC eing>araUeloaramm, baber AC=t=BD; unb 
»eil CD=|=FG, fo ijl au* CDGF ein9)araUeloflramm, folflßd^ CP 
4= DG. 3)a nun AC II bD unb CF II DG ijl, fo ijl ebene ACP 
ii ebene BDG. (§. 37.) 

SBerben iwei pat&lUU ebenen t)on etn^r graben Sinfe 
jiefd^mtten, fo finb bie 9leigungdn>intel biefer ®erabeti 
giegen beibe ebenen einanber gleid^. (Sig* ^S«) 

SStxotÜ. es fei ebene MN II dbtnt PR, unb |MN unb PR 
tDerbenoonbergerabenSinieAC gefd^nitten. SftAC fentred^t auf ben 
ebenen MN unb PR, fo t)erjlebt fid^ ber ®a^ oon felbjl. 3jl AC 
nid^t hnlxt^t, fo falle man auö einem beliebigen ?>unfte A ber AC 
auf MN eine SSrnfre^te AD, t>erlängere AD, bi« f!e bie ebene PR 
in F trifft, unb jiebe BD, CF. Dann ijl ZABD ber Slelgnwg«» 
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xtiüXa %et t/txktmiim AB geg^n (ie ^neMN n, b. (Sonftt., unb 
I9eit AF auäf fenfre^t auf PR ijl (§. 39.), fo ijl Z ACF »er «efe 
gungöwintel ter geraben Smte AC gegen tte Sbene PR« 9lun ift 
BD II CF (§. 36,), folgttd^ Z^BD = Z ACF. 

SSerben i^wet :pdta(lele (Sbenen t)on einer brtlten 
<Sbene gef^nttten, fo finb bte 9letgung$minfet ber 
beiben paradelen Sbenen gegen bte brüte efnanber 
8let<^. (gifl.57.) 

a3en>et$. & fet @bene AB paxaM ber @bene CD, unb beibe 
feien t)on ber britten Sbene FG in ben Sinien HG unb LK gefcbnit^ 
ten« 3n einem beliebigen $untte M ber S)urd^f(finitt^ime LK 
erridbte man in ber Sbene FG auf biefer bie ®enfred^te MO, uvSy 
verlängere fte fiber Mt big fte bie S)urd^fd^nittdlinie HG in N tnflpt; 
in M errid^te man in ber @bene CD auf LK bie ©enfred^te MP, 
lege iura) OMP eine Sbene^ unb erweitere fte, big fte bie @bene AB 
in NQ fd^neibet. SRad^ ber eonfhuction ijl Z OMP ber SReigiihgS^ 
ipitffel ber ebenen FG unb CD (§. 28.), folg«« MK fehfred&t auf 
ber ebene OMP (§§. 32. 33.); nun ijl MK 11 NG (§. 36.), fötgtt$ 
audb 3NG fenfrecbt auf ber ebene ONQ, mitbin auc^ fenfred^t auf 
NQ unb NO (§.7.), baber ZONQ ber IReigungSwinfel ber ebenen 
FG unb AB. SSeil nun MPII NQ (§, 36.), fo ijl ZOMP = 
ZONQ. 

^Itrd^ einen gegebenen $unft au$erbai^b etner (Sbtnt 
)'u tiefer eine paxalUU ebene au legen« (^ig* 58.) 

Xuf lifung. Ttan fdOe t)on bem gegebenen fünfte A auf tte 
gegebene ebene MN bie ©enfred^te AB (§. 13.), jiebe burd^ B in 
Vtt ebene MN befteWg jmei ©rrabe BC unb BD, nnb in ber ebene 
AfiC burd^ A j;u B€ bie ^araQele AF, unb in ber ebene ABD }tt 
BD bie ^aronefe AG, fö tfl bie ebene GAP bfe mtattgft jn 1^ 
twnroilefe ebene: 

i©er AJtwti« ergiebt ftd^ Wd&t m$ §. 95; 

£)^r^ einen V^tt auperbalb einer (Sbene gtebt ti jit btefer 
tlfir eine paxciSitU dtlnnt. 
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Son \ftn karpMlid)rn €cken. 

Sielet man toon irgenb einem fünfte be$ !Raumed mel^r atd iYoti 
iSleirdbe nad^ beliebigen Stid^tungen fo, bafi je brei aufetnanberfol^ 
genbe ntd^t in einer @bene liegen, unb t)erbinba man ie itt>ei auf« 
finanberfc(genbe ®etabe burd^ Sbenen, fo bei^t ber jwifd^en biefen 
ebenen (iegenbe Sbeit be$ unenblicben 9?aume§ ein fixptxü^tt 
^tnfel ober eine foiriperlid^e @dte. 

'@ine tötpttiiifyc &^t ift bemnad^ ber unbegrenite 
SRaum in>ifdE^en mebr ald jn^ei Sbenen, t)on benen ie 
jYüel aufeinanberfolgenbe fic^i fd^neiben, unb totl6)t 
fimmtlid^ in einem ^'unfte iiifammenflof en/ 

2)er?)unft, inweld^em bieSbenensufammenjtogen, beißt ©<)i$e 
titt ©d^ eitel; bte $)urd^f(bnittSlin{en berfetben^ beten tfnjabl 
ijW^ ifl: ber Änjabl btr ebenen, beißen Äanten, bie ßbenen fefbft 
Äeftem giad^ berTtnjabl ber Selten ober ber Äanten wirb We 
üdt breifeitig ober brei{anttg, Dterfettig ober «fantig 
u. f» f* genannt Seber SDBinW, »eld^en je jwei aufeinanberfoU 
^nbe -ganten bilben, b^ft ein @titenn>in(el, ober für} eine 
®eite, jjeber 92eigung$win{el in>eier aufeinanberfo(genber Seiten^ 
ein Sßinfet ber f6r))erlid[^en 6dEe. 

S 49. «Frftff teilt. 

SSnlai^ert »an f&mmtlid^e Xanten einer fotpertie^en ddt fAtt 

iw dd^fhil binaud, unb oerbinbet man bie SSerlangerungen ie 
fmier «ifeinanber folgenber Xanten urieber burdE) Sbenen, fo enti» 
ftebt eine jweite Uxptxlii)t (Sät, n>eldbe benfelben ®d^eitel unb bte» 
felbe @eiten)ab(/ wie bie erfte Scte, i)ai, Uxm @etten unb SBinfel 
Un 6Mteti unb SBtnfeln ber erfien <Sde bejkbiidb gleicb ftnb, unb in 
^btrfelten^ ober Mgegengefe^ten jDrbnung auf^inonber folgen. 

Smet Hxpalidit ecfen Don ber fBef^affenbeit, bafl 
hU Kanten ber einen bie SSerÜngerungen ber Xanten 
ber anbern finb, ober fein (innen, ^t\%txi9^ittUä€ffk 
Dber SßtttitaUätu. 

g. 49. «fiHaniini. 

S»tx Gd^eiteledfen ftnb, obgleidb Seiten unb SBmfel berfelben be* 
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%UI^(td^ gleid^ ftnb, unb etnerlet Soge in S3ejtel^ung aufemanbec 
l^aben, tt>egm ber entgrgengefegten 9Ietbenfo(ge betfelben nt^t com 
gruent Dagegen b^ben .jte eine fold^e S3e}tebung ju etnanber, ba$ 
fte, iufammengefleUt^ wie eine redete unb linfe ^alftt, ein fpmme« 
trifd^ed ©anje bilben, ober aui^, gegen einanbeir gefteHt^ füj^ 
gerabe fo t)er^alten^ wie ein ©egenflanb }u feinem SBilbe in einem 
ebenen @))iege(. 

3n>ei Ux^pnli^t (&dtn, beren Seiten unb SSinfel bejie^Iid^ gleid^ 
ftnb; aber in ber einen in entgegengefegter iDrbnung aufeinanber foU 
:gen, nennt man ba()erf9 mm etrifd^ ober gegeribilblidfi gleid^« 

@d^eiteIedFen ftnb baber ftefS fpmmetrifd^ S^eid^, unb ddm, bie 
fpmmetrifff^ gleid^ ftnb, ftnb @d^eiteleden* 

f. 51. itt^üif. 

(itx\6)ttt man in bem ©d^eitel einer (irperlid^en 
Gde auf ben@eiten berfelben @enfred^te, unbioerbinbet 
man ie jmei aufeinanberfolgenbe biefer ©enfred^ten 

burd& ebenen, fo ergJnjen bie (ggj^^f "(} ^^^ entpan* 

Denen fSrperlit^ien «cfe ^^^ (J^^/en) ^^^ ^^^^^^^ e*e 
ju 211 (Sifl. 59.) 

Seweil. ßö fei AB' frnfred^t auf ber ©eite BAC ber Uxptxt 
tid^en ©rfe BACD , AC fenfredj^t auf ber ©eite CAD, unb AD' 
fenfred^t auf ber Seite BAD. Sn einem beliebigen |>unfte F ber 
Äante AB errid&te man nod^ FG fcnfred^t auf ber ®eite BÄD, unb 
FH fenfre*t auf ber Seite BAC; bann i|t FG II AD', PH II AB' 
<§. llj, folgUd^ aud^ 

^GFH = ZD'AB'. (§. 260 
8egt man burd^ GFH eine (Sbene, fo fd&neibet bie ©Weiterung 
berfelben bje (Ebenen BAD unb BAC in FK unb FL. S)a FB oäf 
tier ebene GFH fenfred)t ijt, (§. 7.), Zfo ijl KFL = aber Kei* 
flungöwinfel ber Seiten BAC unb BAD, (§. 28.) »erlingert man 
fiod^ GF fiber F (jinauö, fo ijl 

ZKFM = ZHFL=R, 
folglich au(^ ZKFM — ^LFM = ZHFL — ZLFM 
b.i. ZKFL = ZHFML 
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i «un m Z<5FH 4- /.HFM = 2Ry 
foJ8tt<| «ud^ Z GFH -|^^V= 2R 

unb weil ZGFH = ZD'AB', fo ijl auä) 

1) ZD'AB'-f a=:2R. 

;: 3(1 ß ber iRergungttotnta ber (Sbencn BAC unb CAD, unb ^ ber 
9letgung$n)mfel ber Ebenen BAD unb CAD, fo wirb auf biefelbr 
3trt icwiefen/ b«f . 

2) ZB^AC'-f ß = 2R 

3) ZO'AC' + 7 = 2R. 

S)a ferner bte StMtt BA auf ber @bene D'AB', unb AD auf ber 
<Sbene D!*AC^ fenfred^t ile^t, fo folgt aii^ benfelben ®rfinben, wie 
oben, bau ZBADbie ergahiung be§ SladE^enwinft» B'AD'C »u 
2R ijl, unb wetlAC fenfred&tauf berebeneB'AC x% fo tjl ZßAC 
bte erganjung beö glad^enwinfelö D'AB'C ju 2R, u. f. f* 

9* 59. ttftf layund* 
S>ie üdt B'ADC (gtg. 59,), weld&e ent^el^t, wenn man in bent 
®d^eitel einer gegebenen ßde auf ben @eiten berfelben ©enfred^te 
errid^tet, unb biefe burd^ (Sbenen Dtrbinbet, f)tx^t beren Srgin» 
jungS^ pber |>t)larecff, 

(Sine f ir^erlid^e (S(f e unb i^re(Srgan)ungdecfe l^aben bal^er (§t51,> 
iu einanber eine fold^e JBejie^ung, baf bie /^*.m) ^^ ^^'"^^ ^J^ 

(^^*?J'^*) ber anbem ju 2R erganjen. 

Sebe f6rperlid^e @(fe iß baffer bie Srganjunggeif e if^rer Srgan« 

}ungde(fe. 

(. 541. ee$9fa#. 

@inb jwei @<(en congruent, fo finb aud[) ibre (gr>^ 
ginjungSedfen congruent. 

fiSew ei6. S3ringt man bie congruenten 6(fen in einanber, baf^ 
fte jtdEi becf en, fo faQen aud^ bie Tanten ber Srgdniungöedfen^ toü^t 
ouf benSeiten ber erfleren fenfred&t finb (§.53.), in einanber (§.&)>► 
baier faQen aud^ bie Srgdniungöeden in einanber. 

S. 55. »tWaf^. 

®inb bie (Srgdnjung^eden jweier firperlic^en @(Iem 
congruent, fo finb aud!> biefe felbft congruent 
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Cr8dn)ung6ed[e (§. 53«); Mc OMtgru«) in (Sdm crgicbt {U|: iit|tr 
4va §. 54. 

"^if (S.r9aiiinnsSetf en gweict &<!^etteletf(ii finb felbfi 

0ewet& Da in Sd^eitelecfen bte Seiten ui* SBinttl bf)ii^ 
Ii<( fllet(( finb (§« 48.)^ fo {tnb au^ in beten (Erg^ntun^deden bte 
tBtnlel unb Seiten bejieblid^ gletd^ <§• 53.)/ unb mei( bte Steigen* 
f^rtoSfailcIimb Seiten in beiben S^eitebtfen eine entgegen* 
giff^ «^/ fo ift c< «ud^ bie äleilSienfolge ber Seiten ünb SinM ia 
fefreü Crgin^unggetfen, foIgKd^ fbtb biefe Sd^eiteleden. (§. 50.) 

3n iebem I5r^erlid^en S^reied^ in weld^em iebe Seite 
fjirtn^r aU 2R ift, ifi bie Summe ie zweier Seiten 
ßfi^tx aU bie britte. (Sig. 60.) 

ffßtmtU. h Sinb aUt brei Seiten einanber gletd^, f^ iftt^^i 
felbft Rar, bafi ie }i9et biefer Seiten jufammen grifer ^b, qI$ ^ 
»ritte. 

2. Sinb gwei Seiten gkidb, unb iebe griffet, all bie britt^ fp ift, 
roii {td^ ebenfaUd non felbjl ecgiebt, fon)ol^l bie Summe ber beiben 
gleichen Seiten 6ii$tx, <d$ bie briKe^ aU a\xä) bie Summe feber bec 
beiben gleid(^en Seiten unb ber Mtttn großer, all bte anbn i^ 
gleid^e Seite. 

3. Sinb oQe brei Seiten ungleiil^/ ober jwei g(ei<^/ twb jebe gro« 
$er al$ bie britte, fo ma6)t man in bergri^ten ber brei Seiten BAC, 
^CAP = Z_DAC, AB = AD = AF, jiefee BD, BF, oertam 
^ere BP, biö fie bie AC in G fd()netbet, unb t)erbinbe G mit D. 
1E>am ijl A AFG ^ AI>AG, unb bal^er 

1) FG = GD. 
9lun ijl in bem ©teiecf BGD 
2)BD + DG>BG 
ober 3) BD + DG>GF + FB 
folilid), ba DG = FG (1.), 

4) BD>BF. 
aSeU nun in be« Dreiedfen BAD unb BAF: 
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AP SS AF <«. ». (Sonlhr.) 
BPSi^BF (4.) 

fr i|l au(^ 5) /_ Bad > ZBAF, 
folgH<%, »eH ^DAG = ZFAG (n. b. <5on<b.) 

6) ^ BAD + Z DAG> Z BAF + Z FAG 
b. ijt 7) ZBAD -f ZDAG>ZBAG. 

f. 59. ««Itfuf. 
S)te @ttmm( aller ^Seiten einet liri^erlt^ttt €4«, 
weld^e {eine conveice SStnfel ent^idlt, iji tfeiner alö 4 R- 

(fifl. 61.) 
SSewetö. 9Ran (ege bur^ ben Ibeliebigcn $unft B einer itanh 

AB eine €bene, weU^e aOe leiten ber 6tfe fc^neibet. Sie ^nr^' 
fd^ittdlinien ber n leiten mit tiefer (^ene bilben bann in berfe&en 
ein oetf BCDEF. 3n bicfem netf neunte man beli(i>ig einen 9)nnft 
an, unb oerbinbe biefen mit al(en (Sden beS ncd^ ^bure^ 
entfielen nSrioitgtl/ beren fimmtlid^e SSinfel jufammen 2nR be* 
tragen. Oben fbvieC betragt aber au(| bie ®ummc «iter SBinfel in 
bm n@eitenbreie(fen ber Sde: BAC, CAD, DAEu.f. f. IBeieic^net 
balbtr S bie ®vxaxM aOer SSinfcl in be» D@eitenbreie(Ien, unb s 
bie 0«unme <dler SSSintel in ben B:3>ceifJe» in ber ßbeve BCf>£F, 
foijl 

1) S=:s=;.2itR. 

Sßeil aber ZCBF, CBA, ABF bei B ein f6r^erli(^ed S^reied bilben« 
fo iH (§. 57.) 

2) ZCBA + ZPBA>»ZCBF, 

ober ZCBA + ZFBA>ZCflO+ZOBF. 
S)ttfrelbe ift bei aQen iibrigen eden C, H, B it.; {^ f. tter ^aO. 
Q» i{l baber bie @umme aller an ben (Eden \)t!i ned» BC&EF.in 
ben Geitenbretcden BAC, CAD, DAB, u. f, f. liegenben WaAA 
grifler al« bie @umme aller an ben ßdlen be« Sieledd BCD£F 
in biefem fefbfi lieget^en SEBinfel. SBcseitl^nä S' bie @umme ber 
«rßeren, unb s' bie ®Kauue ber le^tern, fe i^ 

8) S'>s' 
folglich, ha S = s iji (1.) 
, 4) S — S' < « -> »'. 
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eö ijl aber S — S' bie ©ummc aller ®et(m ber Hvptvlx^m 
Ccfe, unb s — s' bie ©umme aller um ben ^urift in ber (Sbene 
BCDE berumlieflenben SQSinfel, fotglid^ s — s' =5 4R, unb bafeer^ 
loenn bie @umme ber Seiten ber forperlid^en (iit S — S^ «nt S'^ 
bejeid^net wirb, 

5) ,ß'' < 4R/^ 



Die Summe aller IDSinfel einer nfantigen (Sdt ijl 
grSfe? alö (2n — 4) R, unb Heiner als 2dR* 

S3en)etS. 9Ran beute f^d^ eine Diantige 6c!e unb bte @rgdn< 
^ungSedfe berfelben. 2)ie @umme aller 9BinIel ber erfiern ddt 
unb aller ©eiten ber erganjungSeie iji gleid^ 2nR (§. 53.). 3(1 
bemna^ S bie @umme aOer SSinfel j[ener erßern @cfe unb S' bie 
Summe aller Seiten ibrer ergdnjungöecfe, fo ijl 

l)S + S' = 2nR; 

(terauS folgt fogleid^: 

,,S<2nR," 

^a^ §. 5a Ift 2) S' < 4R; auö 1) unb 2) ergtebt pd^ bafeer 

3) ,,S > (2n — 4) R/' 

35ie Summe aller SBtnfel eine^ Wrperlid^en ©reiccf « tji baber 
größer, als 2R, unb Heiner als 6R, bie eineS firperlid&en SSiercrf« 
grSf er als 4R unb fleiner als 8R, u* f. f. 

$.61. Itt^tfaa. 

' 3wet fSt^ttU^e T>xt\tät ftnb congruent, wenn 2 
@eiten unt) ber von i^nen etngefii^loffene SStntet tit 
beiben btiit^liä) iUii) ftnb unb tu berfelbtn jDtbnun^ 
oufetnanber folgen, (gig. 62.) 

»orouSfelung. ZBAD = ZGFK, ZBAC = ZGFH, 
Sli^enw. CABD =s %li^tm, HFGK. 

fiSewet«. man bringe baS T>tntä BACD fo tn iai 3>tetc(f 
GFHK, baf A in F, Stantt BA m bie itante GF unb @bene BAI> 
in bie ebene GPK fiXit, fo faßt and) StanU AD in bie .Kante FK, 
»eil ZBAD = ZGFK n. b. SS., unb ebene BAC in bie ebene 
GFH, weit gldd^en». CABD = glac^enw. HFGK ijl, unb AC iti 
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FH, well ZBAC = ZGFH iji; \>a nun Äante AC in FH unb 
Äante AD in ble Äantc FK faUf , fo faüt aud& bic (gbene CAD in 
bie ebene HFK, mÜ it»if*e« j»ei jicl& ((^neibenben @erttben nur 
eine ebene moalid^ Ift. 35ie ©reierfe finb ba^er congtuent, 

3»ei Uxptxti^t ©reietfe jtnb fpmmetrifd^ gleid^, tt>enn jwei 
Seiten unb ber üon i^nen einaeft^toffene SBinfel in beiben bejiefelid^ 
glti^ ftnb, unb in entgeflengefefeter ©rbnung auf einanber folgen ;. 
benn ba§ eine biefer S),reiecfe ijl. m^ bem tjor^erge^^enben §. con* 
gruent mit ber ©d&ettelerfe beö anbern. 

Swei f6r^)erlid&e ©retede finb congruent, wenrt eine 
(Seite unb bie beiben anliegenben 2Bin!e( in beiben bt^ 
iie^id^ gleid^ finb, unb in berfelben JDrbnung auf einf 
anbcr folgern 

aSeroeiö. ©inb in jwei lirperlid^en Dreieden eine Seite unb 
bie anliegenben JBinfel be^iei^lid^ gleid^, fo ffnoin beren erganjung^^ 
ecfen jwei Seiten unb ber bon tf)nen eingcfd^loffene JHJfnWgleicfii 
itnbba Seiten unbSBSinfel ber erganjungSeden in berfelben Drbnung 
auf einönber folgen, fo ffnb biefe congruent, (§♦ öl«) folgltd[) aud^ bit 
urfprunglid^en ecfen* (§. 55«) 

S. «4. 3ttftt^* 

3wei forperlid^e SDreiede ftnb fpmmetrifdf) gleid^, wenn eine Seite 
unb bie beiben anliegenben SBSinfel in beiben bejicblid^ gleich ffnb^ 
unb in entgegengefefeter Drbnung auf einanber folgen» 

äwei fSrperlid^e 25reiede ftnb congruent, wenn bie 
• breiSetten beS einen einjeln gleii^finb, ben breiSeiten 
be§ anbern, unb bie Seiten in beiben in berfelben £)rb* 
nung auf einanber folgen, (gig, 63«) 

aSorau6fefeung. BAC = FEG, CAD = GEH, BAD = 
FEH, 

SSe^auptung, ©reiecE BACD ^ Sreted FEGH, 

S5ewei§. SSon einem beliebigen ?)unfte K ber Äante AC falle 
man in ber &tnt BAC auf AB bie Scnfrecf)te KB, m\ä)U in B 
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ouf B A m bcr Sbene BAD bte ®enfred()te BD, Derl&ngere fte, bx$ fte 
tu Xante AD in D fd^neibet, unb t>erbmbe D mit K, 7(uf ber ber 
Jtante AC entfprei^enben Xante £6 be(f anbem X)meif ^ nel^mc man 
EL = AK, faUe r>m L auf EF in ber (Sbene CEF bie Senfre^te 
LF, erridfyte in F in ber ebene FEH auf EF bie ©enhei^te FH, 
49erlangere [\t, bi§ {te EU in H fd^neibet, unb }ie^e LH. 3)ann ili 

AKAB ^ ALFE 
unb baber 1; KB = LF 

2) AB = EE 
Serner ABAD ^ AFEH 

folglid^ 3) BD = FH 

4) AD = EH. 
Semer AKAD ^ A LEH 

5) KD = LH. 
€nblii^ AKBD ^ A^FH 
*aber 6) ^IKBD = ZLFH 

SSSeil aber KB in ber @bene GAB unb BD in ber @bene BAD 
^ ^f ber ©urd&fd&nittlUnie beiber ebenen fenfrec|)t lieben, fo ijlZ.KBD 
ber 9lei8ung$n)infel ber ebenen GAB unb DAB« 7(u$ benfelben 
@runben ifl aud^ /LFU ber SReigungSn^infel ber ebenen GEF unb 
HEF. Sa alfo aud^ bte loon ben gleid^en Seiten eingefd[)Ioffenen 
Slad^enwinfel GABD unb GEFH einanber gleid() ftnb, fo ftnb bte 
^dtn congruent. (§, 61.) 

^Cnmcrfung. 3n oMgerStgur ift ber einfac^fle gaU ongenomnicn, namlic^, 
baf bie 6enfrcd;ten KB unb BD bu Saattn AB unb AI) in ben eciten^ 
ebenen ber Q^cfe felbft treffen, ^a jebo4 bte @eitenn>infel einer (Sdt an^ 
ftumpfe SBinfet fein f6nnen, fo n?trb man in biefem ^aVit eine ber Tanten 
oerüngern muffen; im Uebrtgen &nbem 1t4) Sonfhaction unb SSeioeie 
ni((t wefentlid). (Sd folgt bann aud ber ^ongruen) ber «Dreieife KBD 
FLU entmeber »teber bie (^(et^^eit ber S(&4enn)infel felbfl, ober bie 
®leic^()eit i^rcr 5?cbenwinW. 

3n)ci forperlidS^e !Drelerfe jtnb fpmmetrifd^ 3l^i^/ w^nn bie brei 
leiten in beiben bejieblid^ gteid^ ftnb, aber in entgegengefefetcr Orb* 
«ung auf einanber folgen. 
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StDei {5r))erlid^e 2)rete^e finb congruent, totnn bif^ 
trei aStnlel in beiben bcite^Ud^f gletd^ fini)^ unb in bei»' 
f elben jDrbnung auf etnanber folgen. . 
/'SSemetö. (Stnb üt jwet tor)>erItd^en 2)rete(fen bte breiiSmlct 
beitebltd^f ^Uiä), fo {tnb in ben StganjungScdfen berfelben bte brci 
(Seiten bejie^licb S^^t^ (§• ^3.), bälget biefe congrucnt (§* 65*)» 
folglid^ ftnb auä) bie er{leren 2)reie(f e felbfl congruent (§* 55.)« 

3n)et fotperlid^e S^retede ftnb f^mmetrifd^ glcicb/ )v<(nn bte brci 
tESintel in beiben beiiebli(i^ gleid^ ftnb, unb in entgegengefe|ter jDtbR 
nung auf einanber folgen* 

TCnmerfung» S>cc.®i(K ^het hai Utpnii^t jDteiec! (äffen 114 iio4 ibM 
S)lenge anffinben, tie benen über ba6 ebene ^mtd analog flnb; e< »iiE% 
bem ^ivatfletß be6 @4ät(t;d übeclaffen, fle auf^ufuiben unb yx bcwäfcok 



S)tittet aibfi^nfit* 

)}on ben Aörpttn* 

S* OO* Üff fätung* 

2)a bte einen Sitzet begrenjenben %lai^tn eben unb gefmnmit 
fein iSnnen, fo giebt e§ bret <!g)aupt!lafren t>on iC5r^em. 

1. ^ix\izx, beren begtenjentie Sl^^en fdmmttid() eben ffnb, (etfcn 
ebenflad^ige J^ox)ptx, and) voxtvoo\)i noeniget ))afrenb, tilgt 
<5(6r!per« 

2« zirpet; beten begrenjenbe ^Idd^cn tbettö eben, tbettö gefrumint 
finb, beißen gentifd^tfld^ige^irper; unb 

3» slxftx, beren begrenjenbe gldd^en alle gefr&mmt ftnb, ^etflen 
Irummfld^ige Jt6r<>er. 

A* @benfldd()ige JEorper. 

S. 70* ^tflatung. 

gegt man burcl& je jtpci auf einanberfolgenbe t)on mebreren untet 
ftdj) ^)arallelen unenblid^en g'-rabcn ßinien im JRaume, t^on benen ic 

6* 
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brei auf emanber folflenbe niö^t in einer €bene liegen, ebenen, fo 
Ibei^t ber toon biefen ebenen umfd&loffette, m^ jwei ©eiteti l^in nn» 
begrenite Staunt ein))riSmatif(^er Staunt. 

Sebe t)on biefen ?>oraHelett, in welcher ffd^ j»ei auf einanbet foU 
jenbe ebenen fd^neiben, beifit eineÄante btS ipriömatifd^enSRaume«. 
3Dit Xnjäbl ber ebimen i|t ber Xnjabl ber Tanten gfeid^ ; ein >ri8* 
matif^er Slaum beißt baber nfantig ober nfeitig, wenn er nitanten 
f^at, ober i^on n ebenen begrenzt mirb. 

JBirb ein nfantiger !|^ri$matifdber Staum burd^ }»et 
^)«ranelc ebenen gefcbnitten, fo finb bieSJurd^fd^nittÄ* 
figuren congruente nerfe, unb bie jwifdben ben !|>ara(» 
lelen ebenen Uegenben SbeiU ber ebentn, meldte ben 
^)ti6matif(lben5Raum begrenjen, finb ?>araUelogramme. 
(»g* 64,) 

Sdttoiii. es fei ABCDEFGHKL ein pri^matifc^er JRaum^ 
alfo AB II CD II EF II GH II KL, unb ;e6 mxbt berfelbe t>on ben 
ebenen MNOPQ unb RSTÜV gefd&nitten. Dann ijl NM II SÄ, 
MQ [| RV, QP II Vü, u. f, f, (§. 36.), folg««, ba au* NS II MR- 
11 QV II Pü (n* b, SSon), NR, MV, QU, u. f. f. ?>araUelogramme, 
folglid&: 

NM = SR, MQ = RV, QP = Vü, u. f. f. 

Serner iji aud^: 
^NMQ = ZSRV, ^MQP = Z^VÜ, ZQPÖ = z^^üT, 
«, f. f- (§. 270 
folglid& NMQPO ^ SR VUT. 

S)ag bie Surd&fdf^nittgfiguren netfe finb, wenn ber ^?ri«matifd&e 
Siaum nfeitig ift, ijl oon felbft War, 

$♦ 79* QMlitun^* 

SSSirb ein i>riamatifd&er SRaum t)on jujei <)araDelen ebenen gc^ 
fd^nittcn, fo ift ber jiDifd&en biefen ebenen entbaUene SKbeil beö priö« 
matifd&en SRaumeS ein überall begrenjter SRaum, alfo ein Stotptt, 
«nb beißt ?>rigma* 

ein ^tiima ifl bemnad^ ein t>on ixocx parallelen unb 
congruenten ned en unb n ?>arallelogrammen begrenjter 
Äorper, 



Sie betten congtuenten unb pätcXitlm ntdt %69tn ®runbt 
€benen, bie Parallelogramme ®ettenebenem 3ebe ©erabe, 
in weld^er {td^ eine ®runbebene unb eine ®eitenebene i^mibtn, 
ibeift®runblante^ lebe Sinie^ in n)eld^et jtd^ jmei @eitenebenen 
f^neiben, @eitenfante. Sie fentred^te Entfernung ber beiben 
®runbebenen loon einanber ^ei^t ^it)iUi $ri6maS. 

SSirb ein ^riSma t)on einer @bene gefcfinitten^ n^eld^e ^axMü ift 
ben ©tunbebenen^ fo i{l bie !£>urd^|(l^nitt6ftgur ben ©runbebenen 
congruent* 

®n fenlred^te^ ober gerabed ^riöma ift ba^ienige^ beff^n 
©eitenebenen fenfred^t auf ben ®runbebenen finb; ein fd^iefed böf 
gegen baöienige^ beffen @eitenebenen nid^t fenfrec^t auf ben ®runb« 
ebenen flehen. 

Sie @ettentanten eine§ fenf redeten $ri§mad fte]()en ebenfalls fcnb 
red&t auf ben ®runbebenen (§. 32.); unb jleben umgefel&rt bie Seiten« 
fanten eine$ ^xxMai fenfred^t auf ben ®runbebenen, fo ift ed ein 
getabeö. (§.30,) 

S V6. CMIatttttg. 

®n ^iSma, beffen ©runbebenen ?)araHelogramme ftnb, l^eiflt ein 
^arallelepi^pebum. ®n fentred^te« (§. 74.) ^araHrfepipebum^ 
beffen ®runbebenen SJed&tedEe fmb, beißt ein redf^twinf Ugeö ^o» 
raaele))i))ebum, 6in ^araHelepipebum enblid^, meldte« t)on {ied^S 
£luabraten begrenjt wirb, beipt ein SBfirfel, Äubu«^ i&ejcaeb«^* 

3n iebem $araUeie!|>t)>ebum finb bie gegen&bcrUc« 
genbcn Varaltelogramme congruent. (glg» 65.) 
a5e^au»)tung. EG^ AC.EB ^HC.BG^ AH, 
93emetd. Sa|i bie ®runbebenen £6 unb AC congriient finb, 
fotgtl auö bem SSegrtff be« q>ataDele:|>i»)fbum« (§♦ 76,); unb locM 

EF=:6H 
EAr^HD 
^FEA = ZGHD (§. 27.), 
fo ijl au* EB ^ HC. 
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Tbxf btefelbe SSeire wirb bmtefeit; baf 

' BG^AH. 

ÄJriper &bet glcld&en ®runbebe|nen unb t)on gleitet 
i|)5beftnb Qltxd), wenn bte parallelen^d^nftte in glet* 
^er ^fibeuberall bejteb(i(i& ftnb. 

S. 79. ße^rfn^ 

9rt$men Don gletd^en ®runbe4»enen unbt)on gleid^er 
^ib^ ftnb einanber gleid^» 

85 e weis* (SJian jleBe bic 9)nötttcn mit ibren ©runbebenen auf 
ftnerlei ßbcne, burd&fdS)neibe jie in beliebiger, aber gleid&er ^6be 
\>ut^ eine ßbene, »eld^e parallel jur ©runbebene ift. 25ie®^nitte 
tinb bejieblid^ ben ©runbebenen congruent, folglid^ ücrmSge bet 
SSorauöf. einanber gleid^. SBa§ üon beliebigen ©d^nitten In gleid^er 
^ib« fltl^/ gilt t)on allen ©d^nitten in gleidf)cr J^obe; eS itnb baber 
bte {parallelen @dS)ritte in gleid^erJg)6be überall bejieblid^ gleid^, folg* 
Kc5 aud^ bie g)ri3men gleich (§. 78)* 

.1) SebeS fdbiefe ^ri6ma ift gleid^ bem fenired&ten ^ri^ma ibet 
berfelben ©runbebene imb Don gteid)er ^obe, 

2) 3ebeS ^araUelepibum t|i glei(b bem rec^twinfligen |)araQele« 
Vt)>ebum Don gleicher ©runbebene unb <!g)obe. 

S* 81« Cftfläruns. 

3ebe burd^ jwei gegenuberliegenbeJtanten eineS^ri^mad gefienbe 
Cbene^ welche nid^t ©renjebene beffelben \% i^ti^t eineSiago» 
nalebene* 

3ebe$ $aranele)>i))ebum tvirb burd^f eine jDia^onaU 
ebene in jwei gleiche breifeitige $ri§men getbeilt; ift 
ha^ |>ara(Iele))ipebum fenfrec^t, fo finb bie breifetti* 
^en ^tidmen jugleic^ congruent 

S3eioei$* S)ie breifeitigen $ri$men, in n>eld^e ein |>arallelepipe« 
bum burd[) eine ^iagonalebene getbeilt noirb, l^aben congruente 
©runbebenen unb gleiche $&§en^ unb ftnb baber einanber gleti^« 
(§• 790 
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2) SjKStg. 66.) baS f)araMepl»)ebum AHFB frnhec^t, unb 
E6AC bte S)tagonaI(bene^ fo bringe man baS ^rt^ma AHC fo in 
\>aS 9)ri6ma ABG baf D auf B unbDC auf AB fdUt; bannbecfen 
ftd^ bie Drciecfc ADC unb ABC, weil fie^ congruent ftnb* SSSeil 
nun DH fenfred&t auf bet ßbene DB ftebt fo faßt DH in BP, unb 
ba DH = BF, aud^ H in F, 2(uS benfelben (Srunben faUt CG 
in AE, unb G in E, AE in CG unb E in G. Dann becfen pd^ 
aber audb bie £)reie(Ie EHG unbEFG, ferner faUt ^araQelogramm 
HA mit bem Parallelogramm GB, unb ^araQetogramm HC mit 
bem $araIIe(ogramm EB }ufammen, b. (^. bie ^ri^men AUC unb 
ACF (tnb conqruent 

1) 3ebe§ breifeitige ?)ri§ma ijl bie ^alfte eine^ ^axaUtUpipc^ 
bumS t)on gleicher ^of)t unb boppelter ©runbebene. 

2) SebeS Dielfeitige ^ri^ma ifi bie <!g)a(fte eineS ^araUelepipe« 
bumö ))on gleid^er Jg)6^e unb bo))pe(ter ®runbebene, 

Denn jebed SSieled lann in ein gleid^ gropeS Dreied, folglid^ 
aud^ ein t>ie(feitiged ^n^ma in ein g(eid^eS breifeitigeS ^riöma loer^ 
wanbelt n)erben. 9Ba§ t>on ben breifettigen gilt, gilt baber aud^ 
bon ben t)ie(feitigen. 

SRed^tnoinflige Darallelepipeba über congruentett 
®¥unbebcnen i^er^alten fidb, mie i(ire Jg)6l^en» 

aSorauÖfegung* AC ^ KM. 

S3e()auptung. AG s KR = AE s KO. 

aSeweiö. 1; @inb (gig. 67.) bie^obenAE, KO commem 
furabel, fo fud^e man ju AE unb KO ba§ gemeinfd(^aft(td^< Wlaa^, 
unb t^eile fie burd^ bafTelbe in unter fid^ gleiche Steile. (Sd entbalte 
AE m, unb KO n foldf^er Z\)ÄU, fo ijl: 

1) AEsKO = mtn. 

ÜRan lege nun burd^ bie 2:^ei(ung$))unfte bet S^if^m ebenen 
iparaUel ju ben ©runbeben en, fo wirb babutd^ baö ^axaütUpi^t^ 
bumAGiniD, unb baö $arallele))ipebum KB in n f)arallelcp{peba 
gctl^eilt, weld()e alle einanber gleid^ finb (§. 79.) & ifl baber aud^ r 

2) A6sKR = insn 
folglidb 3) AG s KR = AE t KO« 



88 

2) ©itib (gig. 68.) bie S^ohtn AE, KO incommenfurabel, unb 
Dcr^iclt \iä) md)t AG t KR = AE : KO, fo mfif te ffd^ AG ju KR 
Derl^alten, «Die AE ju trgenb einer anbctn Sttjie, bte entweber ffci^ 
fit ober Keiner aW KO fein mußte. ®efe^t : 

AG t KR = AE s KT unb KT <K0. 

SWan t^ctle nun AE burd^ fortgefefeteS Sgaiftm in fotd^ie SS^etle, 
baf , noenn man einen foI<^en S^etl auf KO fo oft aufträgt, aU cd 
öngebt, ein a;()eilun8§punf( jwif^en T unb O, etwa nadf) CT fällt 
iegt man burd& ü eine ebene ÜV iparaDel 5ur®runbebene KM, fo 
t|l, weit AE unb KU commenfurabet jtnb, (1.): 

1) AG t KV = AE j KU. 

@§ ift aber au6) nad) ber^Cnnabme: 

2) AG J KR = AE t KT. 
fotglid^ : 3) K V j KR = KU j KT. 

5Run ift KU > KT, weil U jwifd&en T unb O faHen foH, folglid^inußte 
aud& KV > KR fein, waS unmöglid^ ift, ba KV nur ein S^eil 
oon KR ift. Serfelbe SBiberfprud[| ergiebt jid&, woHte man anne^« 
men, AG oerbielte fid^ ju KR, wie AE ju einer 8inie, bie großer 
M KO ijl. 68 oerl&ält pd^ baber, aud& wenn AE unb KO incom* 
menfurabel ftnb : 

AGjKR = AEjKO. 

S. 95. ftc^tfa^» 

9{ed^twin(lige ^arallelepiipeba oon gletd^er ^if>t 
t)erl&alten fi^, wie ibre iSrunbebenen. (gig. 69.) 

aSorauöfefeung. GN = BE. 

«cfeauptiing. AF t GL = AC s CH. 

fi3ewei5. SKan {teile betbe ^arallelepipeba AF unb GL mit 
t()ren ®rttnbebenen AC unb GO auf einerlei (Sbene, unb mit iwet 
ibrer ©eitenebenen FB unb FG fo {ufammen, baß bie anftoßtnben 
@eitenebenen DF unb FO ebenfalls in einerlei Sbene fallen; ^ter^^ 
4uf erweitere man bie (Seitenebene AE fo, baß {te ba8 ^c^xaMepu 
ipfyum GL in EM fd^neibet. 2)ann ift (§. 84<) 

1) AF t BL = AB i BM 

2) BL t GL = CB I CG, 

folglidf> 3) AF j GL = AB . Cß t BM • CG, 
Dber, wenn man CO jlatt BM feftt: 
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4) AF s GL =s AB • CB s CO • CG. 

@§ t(l aber aud^ : 

5) ACsCH=AB.CBsC0.C6, 
folgfic^: 6) AF t GL = AC t CH. 

JRed&twtnflige^aranclcpipebo tjerl&altcn \x6), wie ble 
^robufte au§ il&ren ©runbebenen unb ^ol&cn. (Stg.TO.) 

»e^auptung. AD j NG =? AC . CD t CG • CN. 

SB c » e i §. SKan fteHc bte ^arallcle^)tpcba mit ibren ©runbebenen 
AC unb FH auf einerlei Qbtne, unb mit jwei iferer Seitenebenen 
DB unb NF fo jufammen, bafi bie anjloßenben ©eitenebenen PD 
unb CK ebenfalls in berfelben ßbene liegen; bann erweitere man 
bie ©runbebene ED fo, baf fte ba§ ?)araUetepipebum FK-tn bet 
€bene DM fd^netbet 63 oerbätt ftd& nun 

1) AD j DG = AC j CG (§, 85.) 

2) DG J NG = DC j NC (§• 84.), 
folglich 3) AD j NG = AC . DC j CG . CN. 

®e^t man no* CP . CB ftatt AC, unb CH • CF ^att CG, fo iff: 
4) AD j NG = CP . CB . CD J CH . CF • CN, 
b, b. 9?ed[|tn)inflige $arallele))iipeba loerbalten fi(^ n>te 
bie ^robutte an^ i^ren brei Tlbmeffungen. 

3ebe6 ?>riSmn laßt fid& in ein bteifeitigeö ?)ri8ma, unb biefe« in 
ein redSytwmflifleS ?)araUele})i^)ebüm »ertpanbcln (§§. 80. 83.)» ^t6)U 
winflifle ?)araüefepipeba, beren ©runbebenen gleid^, aber nid^t con* 
gruent jinb, laffen ftdd in fold&e tjerwahbeln, beren ©runbebenen com 
flruent finb. ^ierauö folgt: 

9)ri8men »erbalten ftd& a) bei gleid^en ©runbebenen, 
toxt bie S^if)tn, b) bei gUid^en ^i\)in, xoxt bie ©runb* 
ebenen, unb c) uberl^aupt, toxt bte $robuIte an^ ibren 
©runbebenen tutb.^Hcm 

Bur TCuSmeffung be$ 9tauminf)altea ber Aht^pn bebient man ftd^ 
atö aSafieinbeit eines SßiirfelS, beffen @eite bi« einfteit eined ek& 
genmaaf eS t{l« 
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©naBitrfel, beffcn Seite eine fRviti)t \% l&eifit Äubif rutl&e (c^), 
ein SBurH *^^iT^" ®^^^^ ^'" Suß ift i&eifit Äubif fug (c'), 
ein SBJurfel/ beffen Seite einäoü ijf, ^eißt Äubtf joU(c'Ou.f*». 
Unter bem fär))er(i(j()en ober fubifd^enStt^alte eine^ Air« 

i)er8 üerjtebt man bie 3ab(, weld^e angiebt, wieviel fold^er SSJurfel 

ein Stoxp^x entbatt. 

^er loriperlid^e 3nba(t eine^ jeben $ri$ma$ n>trb 
ausgebrüht burd^ baS $robu(t au$ ©runbebene unb 
*&ob^ 

fi3en)ei§* @S fei P ein $riama unb W ber aB ÜRaf etnbett 
für P bienenbe SOBfirfel (§. 88). Die ©runbebene üon P fei g 
unb bie Sgii)t h, fo ift, metl ©runbebene unb ^obe beS SBurfeU W 
in jBejiebung auf ©runbebene unb «l^o^e be$ $ri$ma§ P iebe gletd^ 
ber'einbeit ijl, 

PtW=g*htl.l(§.870 
fol9H(]&ijiP = g.h.W. 

b« b* e8 jtnb in P fo oiele W entbalten, aU ba$ $robuf t g « h (Sin^ 
Reiten entbalt 

Sjl 1 bie ©runbfeite unb b bie Jg)6be ber ©runbebene g eine^ 
?)araUeIepipebum6 p, fo ift 

g = l-b 

fblgtid^ p = 1 . b . h 

b. b. ber 3nbAlt eines ^araIIe(epi))ebumS xft baS ^to^ 

buft au« beffen «ange, »reite unb ^ibe/) 

»eif^jiel- Sft ein ?)araDele»)i})ebum 20' bo*, 8' breit unb 
10' lang, fo ift beffen Äubifinbalt: 20.8a0 = 1600c'. 

iL Die 9>9taiiiibe. 

S« 91. tfrflätttttg. 

9Btrb eine n feitige (ärperlid^e @(fe oon einer (Ebene gef^^nitten^ 
totläft alle Seiten ber ddt fd^neibet, fo beift ber burc^ biefe 



*) m ttxfttit ft4 ^on felbf}/ baf ^ler nur von ben auf (fnanber fenfre(||fen 
iDimctiflonen bei 9)ataaflepfpebum< bic 9ttht ift. 
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Qbene von ^er f&ryerli^m fMt abgefd^ntttene Stitpn eine 
9)9ramtbe. 

eine |)9ratiitbc ift bcmnad^ ein Airptr, ber von et^ 
nem ntd unb n in einem fünfte sufammenftofienbcn 
2)reie(fen begrentt tpirb. 

Son ben bie ^promibe begrenjenben Sbenen bet^t baS n ed bte 
®runbebene^ unbiebe^ ber n^reiecfc eine @ettenebene ober 
ein @eitenbretecf. 9lad^ ber TCnjabl ber Settenbreiede, tpek^e 
gtrid^ ifi ber Ttnjabt ber @eiten ber (Srunbebene bei^t bte ^pramibe 
brei-, t)ierv uberbau)>t nfeitig. !£)ie geraben Sinien, in benen je 
giDet benacbbarte Seitenbreiecte }ufamnienflo{ien^ beifien ©eitenli» 
nien ober @eitentanten; iebe Sinte, in welcber ein Seiten« 
breiecf unb bie ® runbebene iufammenfio^en, ®runb(ante« Ser 
9>unft, in weld^em alle Seitenbreiecfe }ufammen{lo$en^ bei§t bie 
Gpil^e, unb bie fentrecbte Entfernung ber @)>ite üon ber ®runb« 
ebene bie ^h\)t ber ^vramibe. 

Siegt bie @runb ebene einer ^^ramibe in einem Ar eife^ 
unb trifft bie $6be berfelben ben aRitteI)>unft biefe^ 
Areife^, fo finb alle Seitenfanten ber $9ramibe ein» 
anber gleicb- (Sii- 71«) 

»txotU. Siegt bie Srunbebene ABCD ber f)9ramibe ABCDG 
in einem Jtreife unb trifft bie $6be <^F ben gRittelpunh F biefe^ 
«reife«, fo ergiibt ficb, oenn man AP, BP, CF, DP jiebt auB ber 
Gongruenj ber ©reiecfe AFG,BFG, CFG, DFG, bof 
AG = B6 = CG = DG. 

6inb ade Seitentanten einer f>9ramibe einanber 
glei(^, fo liegt bie (Srunbebene berfelben in einem 
Areife, unb bie S^if^t berfelben trifft benSRittelpunft 
bti Areife«. 

fBirb auf ibnlic^e Tirt betotefen, nne ber t»orbcrgebenbe Saft. 

I. 94. Vfflafiifig. 

(Hat f^amibe, beren fammtlid^e Seitenfanten einanber gtei<^ 
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lütb/ (xi^t fiUtd^feitig; im entgegengefe|tcn SaHe undletd^« 
ftitifl. 

Sine von vier gUt^fritigcn Triangeln btgretiite |>9raaiibc ^eif t 
üa ttQulittt Setraeber. 

S. Oft. iec^tfaf^. 

SBirb eine ^^rantibe burd^ eine ber ©runbebene 
VttralleU ßbene gef^nttten, fo ifi bie £)ur^f^n{ft8« 
flgut (in ber ®runbebene abnlid^eS SSielecf. (Sis< 72.) 

S r a u S f e In n g. GHKLM II ABCDE. 

Se^ouytung. GHKLM oo ABCDE. 

SewetS. aBeil GHKLM II ABCDE, fo ijlIIGil AB, HR 
II BC, KL II CD, «. f. f. (§. 36.), folflli<^ ZGHK = ZABC, 
/HKL = ZBCD, u. f. f. (§. 27.) Seil ferner AHGF eo 
ABFA,foi|l 

HGlBA = HFtBF ^ 

«nb weit aud^ AHFK oo A BFC, fo i^au^ 

HKtBC = HF|BF, 
t>a^er aud^ HGtAB = HKiBC. 

!Xuf gleiste SSetfe eigiebt {td^, baf 

HKxBC = KLtCD = LMxDE = m f, f. 

m ift ba^er GHKLM oo ABCDE. 

3n ieber 9^ttimitt verl^alttn fid^ bie pataUiUn 
^^nitte wit bie £luobrate i^rer Entfernungen »on 
*er ©^)iifee. (gig. 73.) 

SSorouöfelung: FGHKII ABCD. 

«e^aujJtung: FGHK:ABCD = EL2:EM«. 

$B en> ei ö. ^an föUe von E ouf FGHK bie (^enhed^te EL unb 
verlingere fte, bis fte bie ©runbebene ABCD in M trifft; bann i{i 
EM fenfred^t auf ber ©runbebene AßCD (§. äO.). $\t^t man 
HO« FL, AM, fo ifl FL II AM. (§. 36.) 9hm ifl ' 

FGHK c« ABCD, 
folg«* 1) FGHK I ABCD == FG« t A ß«. ' 

SBeil aber AB II FG, (§. 36.), ^o verholt ftd^ au«: 
2) FGtAB= FEiXe 
wnb weit AM II FL, unb b<«er A *EM oo A^EL, fo i|l au«: 



^- 
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3) FEiÄE = ELtEM, 
folgltd^ 4) ELtEM=FGjAB, 
mWin 5) EL^tEH^ = FG»j AB«. 
Hui 5) unb 1) folgt nutt: 

6) FGHfitABCD = EL^tEM«, 

?)9ramiben über glcid&en ©runbebenen unb loo» 
gleicher ^6t)e finb einanber qUx^. 

»ewetö. SRmt benfe ftd^ gwci ^J^ramJben P unb P'j bie 
©runbebenen einer jeben fei glei^ g, unb bie S^l^m gleich b. 3n 
beliebiger aber gleid^er Entfernung x t)on ber ©pifee burd()fd^neibe 
man jebe bur^ eine (gbehe; bie ©urd^fd&nitt^figur, weW^e in P enU 
Mt, fei Q; bie in P' fei Q'. 2)ann mUlt fici& (§. 96.) 

gjQ=hMx« 
gtQ' = h2tx«, 
foIg«<5 ijl Q = Q'. 
e§ finb bal[)er in benfJpramiben P unb P' bie ^jaraHelen ©dritte 
in gleicher ^o^e uberaU beiie^lic^ glei^ ba^er P = P' (§, 78.) 

Sebe breifeitige ?)t)ramibe iji ber britte S£f)eil eined^ 
breifeitigen ^riSma'S Don gleiti^er ^6^e unb ®runb> 
ebene, (gjg. 74.) 

JBeweia. ^an lege burd^ bie @^)ifee J) ber breifeitigen 9^ta^ 
mibe ABCD eine @bene paxaütl jur ©runbebene ABC, jiefee burd& 
A unb ß parallelen ju DC, MS fie biefe paxaMt Sbene in E unb^ 
F fd&ne]ben, unb jiebe FE, ED, FD, fo tjl ber Ä'6riper ABCEFD 
ein breifeitigen ?)rt§mä. (§. 72.) fSJlan xte^e nod& in bem ©eifen* 
^)aralletogramme FA bie ©iagonale BE. ® ann ip A EDA ^ 
DaC. S)ie breifettigen 9)pramiben EADB unb DACB ^aben baber 
fileid^e ©runbebenen, AED = ADC, unb ba beibe bte@ipii^c B ge» 
tneinfd^aftlid^ l^aben, unb ibre ©runbebenen in einerlei Ebene liegen^ 
ünä) gleid^e ^o^e, unb jtnb ballet (§. 97.) einanbrt*glei(|>! Sernet 
ift ABFE = ABEA. 2)ie breifeitigen g)9ramit)en BFED unb 
BEAD baben bal^er gleid^e ©runbebenen, unb ba beibe bie ©pigeO 
gemeinfd^aftlfd^ lf)aben, unb i^re ©runbebenen BFE unb BEA iti 
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einerlei (Sbcne Hegen, aud^ gleiche ^ibt, fte ftnb ba||er (§. 97.) ein* 
^nber gleid). & ift alfo 

^pr. ABCD = Dpt, EDAB = ^u BFED 
itnb ba ?)ri§ma BACEFD = ^^x. ABCD + ^^r. EDAB ^ 
^pr. BFED, fo ift aud^ ?)ri«ma BACEFD = 3 Dpr. ABCD, 
totgltd^ $9r. ABCD ber britte Sbeil be§ ?)riöma'ö ABCEFD, 
n)el4ied mit ber ^pramibe ABCD gleiche Jg)6^e unb gleid^e ©runb^ 
«bene ^at 

Ser firperliifrc 3nbalt einer breifeitigen 9)9ramtbe 
<(l ber britte Sl^eil beö^robuctS auö ©runbebene unb 
^6be, 

!Der S3en»eid ergiebt ftd^ (eid^t oud bem Dorl^ergebenben @a(^ 
unb §. 89. 

3{l g bie ©runbebene einer nfeitigen $9ramibe P unb h beren 
4>6be, unb benft man ft^l eine breifeitige 9>9r<imibe P' t)on gleid^er 
^runbebene unb $6be mit P, fo ifi ber 3nl&alt Don P' 

^ (§. 99.). 

SBeit nun P = P (§. 97.), fo ijt aud^ ber Snbalt Don P: 

g*h 
3' 
b, l(). aud^ ber Snbalt einer nfeitigen ^pramibe ijt ber britte Zf)til 
beS ^robucteö aud beren ©runbebene unb ^it)t, 

S. lOl. 3ttfa«. 

^pramiben oerbalten ftcb a; bei gleid^en ©tunbebenen, wie i^re 
<^6ben; b) bei gleid^en ^5ben, wie xf)xc ©runbebenen, unb aQge« 
mein c) wie bie ^robucte au$ ibren ®runbebenen unb ^6ben. 

i. 109. mtflitnng. 

aSirb eine ^pramibe ABC DE vSig*75.) burd^ eine @beneFGHK 
paraQel iur®runbebene gefd^nitten, fo bei^t ber Z^txl ber ^pramibe, 
weld^er jwifc^enben beiben paxaUtUn @benen liegt, eine abgelurgte 
9)9ramibe, ober ein ^pramibenjlum^^f. 

®ne abgefurjte ^t^ramibe ober ein ?)9ramibcn|lumpf ijt baber 
ein Stix^ftx, ber loon jwei parallelen abnlid^en SSieleäen unb fo me« 
len $araQeItra))eien begrenzt wirb, aU bie ©runbebene Seiten 
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fiat Sic ^pramibf; welche ehten $9ramtbenfhtm))f ju einer DoQi 
ftanbiflen ^^ramibe erganjt, l^eifit bcjfen erganjunfl^lp^ramibe. 

S« t03« tTttfga^t. 

Sen Snbalt einer abgefurtten ^pramibe ju finben^ 
loenn bte parallelen @runbebenen, unb bie |)$be/ b. b» 
bie fenfred^te (gntfernung berfelben, gegeben finb. 
(«ig. 760 

tKuflofung. SRan t>erlangere bie Tanten AE, BF, CG, DH, 
bis fte ft^ in K fd^neiben, unb falle t)on K bie Genfre^te L auf 
EFGH, unb t)erlangere biefe, bi$ ffe bie untere ®runbebene ABCD 
in M trifft; ba ABCD II EFGH, fo jlebt au^ KM fenfrec^t auf 
ABCD. & fei bie untere @runbebene ABCD =; a, bie obere 
FPGII = b, bie fenfred&te (Sntfemung betber LM, ober bie ^6be 
ber abgeftumpften ^pramibe = h, unb KL^ bie ^iU ber (Srg2n> 
iung$)>9ramibe, = ^ 9lun ift ber Snbalt ber |)9ramibe ABCDK 

a (h+x) 

3 ' • 

ber Snbalt ber ©rganiung«»)9ramibe EFGHK 

hx 
"3 ' 
ber Snbalt ber abget&rjten 9>9ramibe bal^er : 

a (h-|-3^) bx 
3 ""F 
+ (a -b) X 



ober: a —^ — • 

S)a {t(^ in ieber ^pramibe bie )>araQe(en @d^nitte t^er^atten, toit 
bte £luabrate ibrer (Entfernungen t>on ber @pi1it, fo t)erbalt fid^: 

atb = (h + x)«ix* 

ober auc^ -/lilV^b = h+xjx, 

£>ierau$ folgt: x = -^==^ ^=-. 

V a — V b 

@e^t man biefen Sßertb für x in obigen TtuSbntd für ben 3nbalt 

ber abgefüri ten ^pramibe, fo ftnbet man naä) fifpS^^ 9{ebuction 

ffir-ben Snbalt ber abgefuriten ?)9ramibe ben Ttulbrucf : 
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UI. S)ie regeimaptgen ^ol^eber« 

ein regclmaßtgca ?)o(^cl)er ijt ein Ä6r^)er, beffen ©rcnjflfid^eit 
con^ruente regelmäßige SStelecfe ffnb. 

S. 105. £e»tfa^» 

6^ gtebt nur fünf t>erfd^tebene regelmäßige ^ol^eber. 

SBewei^. @oll ein Stoxp^x t)on congruenten regelmäßigen SStcI- 
ctfen begrenzt n^erben^ fo muß eine beßtmmte Knjat)! berfelben eine 
Uxpali^t 6(fe bitben f6nnen. ^terau§ folgt/ baß bie Summe bcr 
(tne @cfe be$ regelmäßigen ^olpeber^ bitbenbin SBtnfel Keimt aü 
4R fein muß. (§.58,) JRun tjl 

1 ; ieber SBtnf el im gleid^feingen S)reie(f gletd^ 60^« @§ fonnen 
hci^tx nur ie bret, je t>ter, unb je fünf congruente gletci^fetttge 
SDreietfe etne forperlid^e Stfe bilben. 

2) 3eber SSStntel im regelmäßigen SSiered ifl gleid^ 9.0P, (Ja 
ttnnen ba^er nur je brei congruente Äluabrate eine ßcfe bilben. 

3) Seber SBinfel eine§ regelmäßigen gfinfecf^ ijl gleich 108°, (S$ 
!6nnen ba^er nur jje brei congruente regelmäßige Sunfecfe eine Scfe 
bilben. 

2)a ber SBinfel eine§ regelmäßigen ©ec^öecfS fd^on 120° betragt, 
unb bie SSieledSwintel mit ber ©etteni^bl immer großer werben, 
fo folgt barauS, baß ein regelmäßige^ |)olpeber nur entweber t)on 
gleid^feitigen 3)reiecfen, ober t>on Cuabraten, ober bon regelmäßigen 
gfinfecfen begrenjt fein fann. 

S)te f&nf regulären 9)ol9eber ftnb folgenbe: 
ba$ a^etraeber, begrenjt t)on 4 congruenten gleid^feit. S)reieden 

* iOctaeber, « »8 « * - 

• Scofaeber, = ^ 20 « « * 

5 ^eraeber, -- ^ 6 ^ regelmäßig. SSierecfett 
» ©obecaeber, = * 12 * > Sunfeden. 

B. g)ie gemifd^tfldd^igen Körper. 
4J|^ I. 3)er (S^linber. 

S* 1.07. CS^flotting. 

SSewegt iidS) eine gerabe 8inie fo unt bie ^eripl)erie eine§ Äreifeö, 
baß fie mit bem Ärdfe nid^t in einerlei Sbene liegt, unb x^xtx erjleu 
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gage ftctS paxaM bleibt, fo ^ctft bie bei biefer Sewegung erjeugtc 
Irummc Sl^d^« «in<^ cplinbrifd^c glad&e, unb ber na(^ jwei ®et^ 
tcn unbegtenjte 9faum, ben fic umfd^lie§t, ein cplinbrifci^er 
fRanm, 

ÄuS ber ©ntjiel^ung ber cplinbrifc^en %laä)t folgt, baf Pd^ in ber^ 
felben unenbltc^ loiele gerabe Linien jte^en laffen, n>el^e.f>oraIIeI 
ftnb mit ber geraben Sinie, meldte bie Sldd^e erzeugte. 3ebe fjolci^e 
gerabe Knie f)t\%t eine ©eite ber C9linbrifd[)en gldd^e, unb ber bie 
fi3en)egung ber ©eraben leitenbe ^rei^ ber ©runbfreid« 

SBirb eine cplinbrifd^e Sldd&e burd& eine mit bet 
ebene be§ @runbfreife§ parallele (Sbene gefd&nitten, 
fo tft bie ©urd^fd^nitt^figur ein Ärci§, ber bem ©runb«- 
freife congruent ift. fgig. 77,) 

aSeweiS. J)ur4) ben 9Rittelpunft M be§ ©runbfreifeS ABC 
jiei^e man eine ßinie MN parallel ju ben ©eiten ber ßxjlinberfldd&e/ 
xinb verlängere biefelbe, bis jte bie fd^neibenbe @bene DEF in N 
trifft. SRan jiel&e beliebig in ber ßplinberfldd^e jwei Seiten DA, EC, 
n)eld^e ber (Sntftebung ber cpltnbrifd^en Sldd^^ gemd^ untereinanber,. . 
folglidö aud^ mit MN parallel finb, unb lege bur^) DA unb MN^ 
unb EC unb MN @benen, weld^e bie parallelen 6benen ABC unb 
DEF in AM, DN, unb in CM, EN fd&neiben ; bann ift AM II DN,. 
CM II EN (§, 360, folglid^ DM unb EM ^araDelogramme, unfr 
baber AM=DN, CM=EN; ba nun AM = CM, al§ JRabiea 
bea ®runb!reifeS, fo ift aud^DN=EN. gö finbbaber je jwei belie»- 
big von N nadb ber SSegrenjung ber ©urd^fd^nittöffgur DEF gejo* 
gene gerabe Linien gleid^, baber biefelbe ein ÄreiSj unb ba DN=i 
AM ift, (o finb bie Äreife DEF unb ABC aud^ congruent. 

§* 1.09. Grflattttig. 

S)er )?on jvpei congruenten unb parallelen itreifen unb einer ftd^ 
um biefelben bwumjiebenben cplinbrifd^en gldd()e begrenjte Äorper 
beiftein Splinber» T>xt beiben Äreife beißen bie ©runbebe«^ 
nen, unb bie cplinbrifd&e gldd&e ber3Rantel beö SplinberSj bie 
gerabe Sinie, weld^e bie SKittelpunfte ber ©runbebenen toerbinbet,. 
^cift bie^tye, ber normale ^bflanb ber ©runbebenen bieJg)6be 
be§ ßplinberS» 2(ua §• 108 gebt beroor, baß bie Are eineö 

7 
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t 

Gpltnberd immer bm @etten be§ S^ItnbetS iparaQel tft^ Sin 69^ 
fih'ber tjl fenfte^t ober grabe, wenn feine ?Cj:e fenlre^t auf 
ttn ©ruitbebenen ftei&t, fd^ief, wenn bteö nx^i ber SaÖ tjl» 

f. 110. ie^ei^tfa^. 

S)er 3n](^alt etneS 6t)ltnber$ wirb bargefieUt burd^ 
iad ^robuft aud beffen Srunbebene unb *&He« 3(1 
iemnad^ ber SRabiu^ ber ®runbflad^e r, bie ^He h, 
fo i|l beffen Snbalt 3=^m^h. 

Sßtxotid. & fei g bie @runbebene unb h bie ^6^e eineS Sp« 
linberg C. SRan ben{e ftd^ ein $ri§ma, weld^eS mit bem ß^Iinber 
fileid^e ©runbebene unb gleid^e ^obe f)at 3n beliebiger, aber gletd^er 
4>i^e burd^f^neibe man beibe Xixptx bur^ (Sbenen, wel<l^e ben 
^runbebenen iparaQel ftnb* 3)ie Sur(^fd;nittöftguren '{mb ben 
®runbebenen bejieblici^ gl^id^, folglid^ einanber feibf! gleid^, bal^er 
<§. 78.) beibe Äotper an Sn^alt gleid^. 35a nun ber Snl^aft Don P 
jteld^ g • h ift, fo ijl aud& ber Snbalt öon C gleich g • h, ober ba 
g':= r*;r ift, ber Snbalt t)on C gleid&wr^h. 

1) ßplinber \>on gleid^en ©runbebenen )?erl[)lalten ftd^, wie il^re 
J^S^en. 

2) g^tinber t)on gleid^en ^6ben toerbalten fid&, wie i^rc ©runb^ 
ebenen, ober, l)a biefe flet6 Greife ftnb, wie bie £luabrate btr SRabten 
Dber 3)urd[^meffer ber ®runbebenen. 

3) Splinber loerbalten ftd^ überbauet, wie bie ^obulte an& ben 
©runbebenen unb S^of)tn, ober au^, wie bte ^robuffe an^ ben 
Äuabraten ber Stabien ber ©runbebenen in bie .!g)6ben» 

$. 11». ftt^tfafi. 

S)er 3nb^(t be^ ^anttH eine$ normalen (S^IinberS 
tfi gleid^ bem ^robulte au§ ber 9ttxp\)txxt ber ©runb.^ 
ebene in bie .^He be§ (S^Iinberd. 

93eweid. SSeil an^ ber (Srjeugung ber S^linberflad^e ^ert>or^ 
gebt, bap j|e jwei nad^fle Seiten berfe(ben in einerlei Sbene liegen, 
ober, weil bie (S^linberflad^e, ald an^ unenblid^ Keinen 9>araUeIo^ 
grammen jufammengefe^t gebadet werben fann, fo läft {td^ jiebe 
Gplinberfldd^e in eine Sbene aufrollen ober ab wi dein. S)a bei 



9» 

eitieiir fenbed^en (Sptinber aUt btefe unenMfd^ fleirim ^oralTetö^ 
gmmmc QU\^tSpif)t f)0btn, fo wirb bef bn XbwWeCtitigli«« SRan* 
teld eine« fen!ired^ten:®^Imbec$ ein 9{e^te(t entftellifen, beffeHO^nb« 
ttnie bte f)eri))J^erie ber ©runbebene, unb beffen ^6be bit &Att, 
ober ba biefe gleid^ ber ^o^e bed (Splinber^ iß, bte ^Üft bed S9« 
linbetiS ijl. !0tan b^^t baber, n>enn M ben 3nbalt be« SÄätitdS 
blidd^net: M=:2'irfar. 

S)er aXantel be§ fd^tefen S^Iinberd la^t f!$ atif elementerem 
SBege nid^t beßimmen, 

t. Ita. tCttfua^e. 

S)en Snb^^lt einer c^linbrtfc^en 9i6bre )u bere^nciir 
7(uf iJfuttg. es fei ber 2)urd&meffer ber fRif)xt = D, bicDicfc 
berfelben = d unb ble S^if)c berfelben = h, fo i|l ber tubi^^t Sn^olt 
= ;»h (D — d) d. 

JBeweiö* eine c^linbrifd^e Stobre ift ein Ä6rper, ber entfkibt, 
wenn au$ einem e^Iinber ein concentrifcber Keinerer eplinber berait«r 
gefd^nitten wirb* Der Snbalt beffelben »irb bemnad^ gleidb fein 
bem Untcrfdjjiebe beiber ß^linber. es fei ber JRabiuS ber ®tvaxU 
ebene beS auflem e^IinberS R, ber StabiuS ber ®runbebene bcS 
Innern concenttifd^en gplinberS = r, fo ift 
ber Snbalt be§ crftern = nR^ 
ber Snbalt beö Untern = nr% folgöd^ 
ber Snbalt ber SRftbre = 7iR«h — nr^h ober: 
7»h(R2— r«), 

ober ba R«— r« = (R + r) (R ~ r): 

J = Tih (R + r) (R — r). 
gfjy„ tft R — r = ber 25i(fe ober ©tarfe ber SS6bre = d unb r 
= R — d; baber R + r = 2R — d = D — d, fotglid^ 

J = nh(D — d)d, 

U« 2)er Aegel« 

S. 1.1.4I. «Nflatttttg. 

SSewegt jtd& eine grabe Sinie fo um bie ^mp^txit eine« Äretfe»^ 
bafi jte wabrenb biefer «ewegung jiets burd^ einen unb benfelbett 
^unft augerbalb ber ebene biefeS ÄreifeS unb ibrer erweiterung« 
^inburd&gebt, fo bei^t ble bei biefer Bewegung erjeugte frumme 

7* 
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%lai^t eineÄegelftdd^e, unb ber Äörj^er, »eld^er t)on bwfem Ärcife 
itnb bemiemgen ai&cit btefet frummen gldd&e begrengt wirb, xotU 
^er jwifd[)ett ber Äreiöekene «nb Um fepcn |)unftc liegt, ein Jte* 
gel; ber fefte $unft l&etfit bic ©pifee, bie ben Äegel begrenjenbt 
frumme gtdc^c ber 2Rantel, ber Sixti^ bie Orunbebene unb 
ber feitfred^te 3(bj}anb ber @t)t^e )?on ber ©runbebene bie ^^t 
be§ ÄegeK^ 2Cu§ ber entftebung^art ber Äegeljlad^e folgt, bog 
iebe grabe Sinie, n>eld()e bie @))il^e be§ itegeB mit irgenb einem 
|)wnfte ber ?)en>berie be§ ©runbfreifca üerbinbet, ganj in bie Äe* 
gelflad&e fallt; jebe fold&e ©rabe beißt eine Seite be6 JtegeW, 
©ie ®rabe toon ber ©jpifee be§ ÄegelS nad& bem SKittelpunfte ber 
©hinbebene ()etßt bie 2C)re be§ Tegels. @in fenlred^ter Jtegel 
tft berjenige, beffenÄre fenfred^t auf ber®runbebene pebt; ein fc^ie« 
f er berjentge, wo bieö nid^t ber gall \% 

IBirb ein Äegel burd[) eine @bene gefd^nitten, weld&e burd& bie 
Tirt be§ Äegel6 ge^t, fo ift bie Surd^fd^nittgpgur ein ebeneg ©reied 

$.116. j^e^rfa^. 

TClle Seiten eines fenfred&ten Äegelö finb einanber 
gleid&. (gig.7a) 

85e»ei§* SSerbinbet man jwei beliebige ?)unfte A, E, in ber ?)e« 
tiipberie ber ©runbebene AEB beS fenfred&ten ÄegelS AEBCmit ber 
©^)ifee C beö itegelS unb bem SJlittelpunfte D ber ©runbebene, fo ijl 

AADC ^ AEDC 
unb ba^er AC == EC. 

§. 117. i^ei^tfo^. 

SBirb ein «Segel burd^ eine Sbene parallel }ur ©runb» 
ebene gefd&nitten, fo ift bieDurd^fd^nittS^'* areiuÄrei«. 
(Sig. 79.) 

SB e w ei §. 9Ran jiebe bie Tixe be§ Regele uC, weld&e bie 35urd&* 
f(^nitt§ebene in M fd^neibet, unb oerbinbe jwei beliebige ?)unfte A, 
H in ber ^erip^erie ber ©runbebene mit ber ©pil^e Cj bie 9>unfte, 
in weld^en bie ©eiten AC unb HC bie Surdbfd^nittafigur treffen— 
feien F, K, 25iefe t)erbinbe man mit bem ^mttt M. 

5Run ip 'FM II AD (§. 36.), unb ba^er AFMC co A ACD; 
folglich t)er^att fid^ 

1) FM t AD = CM t CD, 
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Tta$ benfelben ®t&nben t>ttialt ftd^ an^ : 

2) KM 8 HD = CM t CD, 
folglich : 3) FM t AD = KM t HD. 
®etl nun AD = HD, fo iji anä) FM = KM. 
aSSaö Don ben 5>unften F unb K gilt, gilt au* t>on aHen fibtigen 
?)unf tm ber »egtcnjung bcr ©ur^fd^nittSfigur, biefe tjl ba^et ein 

Sft CR (gtg. 79,) ble ^if)t beö Äegetö ACB unb CN bie finfc 
reti^te entfernung be§ ©c^nitteö FG t)on ber ®p\^t, fo ifl^ wenn 
man MN, DR mf)t, 

MN II DR, 

ba^er MC t CD = CN t CR. 

9lad^ bem äSor^erge^enben t{l aber: 

MC t CD = FM t AD, 
folglich FM j AD = CN I CR. 

SRun tji FKG t AHB = FM« i AD«, 
fDlglid^ FKG t AHB = CN« t CR«, 
b. 1^. bie ber ©runbebene parallelen Aegelfd^nttte ^tu 
t^alten ftd^ wxt bie £luabrate il^rer Entfernungen ^i>n 
ber ©ipi^e. 

S. 119. ^rflätting« 

SSitb ein itegel t)on einet Sbene, bie ni^t t>araQeI jur ®ntnbs 
ebene ift, gefd^nitten, fo entfielen, ie nad^ ber befonberen Sage bet 
fd^neibenben @bene, befonbere !rumme Sinien ald Surd^f4initt6« 
ftguren, bie mit einem gemeinf4)aftlid^en 9tamen JCegelfd^nittc 
iS^etgen. 

68 fei (gig. 800 t« ^^^ -Regel BCA, BGA ein «yenfii^itt, bet 
fenTred^t auf bem itegelfd^nitte KGH {le^t, unb DG bie S)ttrdftc 
f(^nittSlinie be^ 2Crenf4)nitteg unb beS J(egelfd^nittd. 3ß mm il 
DGA>ZBCA, fo iil bie Äegelfc&nittötinie DHGK eine eat>fei 
ift ZD'GA = ZBCA, b. ]&, ift ber (Schnitt paxaM ber Seite be« 
ÄegeW, fo iftbieÄegelfd)nitt«inieH'GK' ein ?)arabel; x^Zß"G\ 
< ZIBCA, fo ift bie Äegelf*nitt8linie H^'GK^' eine SprfptxhtU 

SDer f&r))erltdbe 3n^alt eine« JCegeU ift ber britte 
Sbttt bed |>vobttftS aui beffen (Srunbebene unb 4>^|c« 
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Sejetil^net K ben Sn^alt^ r ben SlabiuS bet ®tunh4S>€nt 
nnb h bie ^if)t bei AtgtU, fo i(l: 

Setoetd. Sit s bie ©ntnbebene unb h bie^l^e rineS itegel^ 
R unb benft man ftd^ eine ^i^ramibe P^ meldte mit K gletd^e (Smnb< 
ebene unb |)i^e f)at/ fo {tnb beibe Aör^er an Snbatt glet^* fl>emt 
burc^fd^neibet man beibe Stoxptx in beliebiger^ aber gleitet ^iht 
bur^ 6benen^ meldte ben @runbebenen parallel ftnb^ fo laßt ftc^ 
tet4tDerm{tteIfl§. 118. unb §« 96. bartbun, baß bie paraUelen ^d^nitte 
ui beiben Air^ern einanber gleid^ ftnb« T>a nun ber ^nf^lt tn)nP=: 

^ ifl, fo ijl au« ber Sn^alt twn K = -^-. 

S)er Aegel ift baber ber britte 3:()eil eine§ gplinberd t)on gleicher 
©runbebene unb ^6^t. 

S)en!IRantel eines fenfrec^ten JtegelS ju beregnen» 
Xuf(6fung. 3)a ber ÜRantel be§ AegeB atö au§ unenblid^ 
flefnen Sriangeln^ t)on benen ie jwei eine Seite gemeinf^aftlid^ f^abtn, 
bettel^enb betrautet n^erben fann, fo laßt ftd^ ber üRantel bed iCegel^, 
ivie ber be§ (SplinberS, in eine (Sbene ausbreiten ober abn>icfetn« IDa 
nun bei einem fenfred^ten Aegel alle Seitenlinien einanber gleich ftnb, 
fblglt« bie fleinen Xriangel als gleic^fd^enflige Triangel t)on gleicher 
Saf!^ betrautet werben m&fTen, bie aQe gleiche ^i^t ^aUn, fo n>irb 
bie ^tüpittit ber ®runbebene bei ber Ttbwidetung einen JtreiSbogen 
itiben, beffen SlabiuS gleid^ ber Seite beS JCegelS unb beffen gonge 
filet« ber i>erit>|!erie beS ©runbfreifeS ift. 

®{e fflj^e beS Kegelmantels iß ba^er abgen>i(felt ein JtreiSouS« 
fi^nitt; beffen StabtuS bie Seite beS JtegelS, unb beffen Sogen gletd^ 
fen |>ert))Me beS ®runbfreifeS ift: folglid^, mnn M ber SRantel^ 
• bie Seite unb r ber StabiuS ber ®runb{Iad^e ift: 

f. 199* mtftütun^* 

Sirb ein jtegel burd^ eine (Ebene paxcütl jur ©runbebene ge^ 
fd^nttlen^ fo ^etßt ber XIE^eil beS itegelS }wif^ ben M»m ptitMtß 
toi atuim, ein abgetiivjtev ftegtl, ober Jttgeljliinrpf. 2>cf» 
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ienige StzQtl, loeld^er einen ab^Iurjten ;s:egel ju einem t^oQJldnbisen 
Aegel ergdnjt; l^eipt ^rganjung^f egel« 

r 194. trufgai^e. 

Sen 3nl^alt etne$ abgetfirjten Tegels ju bered^nen^ 
n^enn (te 9Iabiin ber beiben ©runbebenen^ unb bet 
fenfrecbte Ttbftanb berfelben gegeben finb* (gig. 79.) 

Ttuflofung* €§ bejetdS)ne x bie Jg)6be GF beS ßrganjungS* 
fege« CDG. ®ann iji ber Snbalt beS abgefüllten ÄegelS gleid^ 
bem Untetfc^iebe ber Snbalte be§ ganjen ^egetö AGB unb beS 6r^ 
gdniungafegelö CGD, folgli^, ba 

ber Äegel AGB = j7rR2(h + x) 
unbitegelCGD = |7rr2x, 
ber abgeffirite Äegel ACDB = ^jrR« (h+x) -7rr«x 

= J;j[R2h+R*x— r«x] 

= ^jr[R«h-f(R*— r*)x]» 
9lun t>erbdU ftd^ : 

Rtr = h-fxtx, 

mitbin x = ^ . 

@ei^t man biefen Sßertb für x in obigen 2Cuöbrucf; fo erbdit mant 

K= J;rb[R2 + Rr-fr«]. 

S* 195. 9Ctif§a»e« 

3)tn ÜRantel eine6 fenfredbten abgef&rj.ten AegeU 
}u bered^nen, tD^nn bie SRabien ber ®runbebenen unb 
bie Seite beffelben gegeben finb. , x 

Xttflifung* Sa.jber fDtantel einet abget&rjten J(egelä gleich 
bem Unterfd^tebe beS ^antM M t>oII{tdnbigen AegeU^ r>t>n meld^em 
b.fr abget&rite ein SEbeÜ.ift/ unb M erganjung^fegetö x% fo fei bie 
f}(^\tt be< @rgdn)ungdfegetö x, ^ann xft, wenn bie R unb r. bie 
Stäben ber @runbebenen unb a bie ®ette be$ abgefurjten iSegelö i^: 
ber fröantel bed t^oQftdnbigen AegeU 

unb ber fDlantel be$ Srgdniungdf egeB : 



xrrr, 



folglich ber SDlantel \>tß obgef fir^^f en Aegelö ; 

(a-fx)AjT — xnc==7r(aR-f-Bx— xr)^ 

3^(aR + (R— r)x). 
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Rlr = a+xtx, 

©cfet man f&r x biefen aBerti() in obigen 2Cu§brutf, fo et^Üt man 
für ben SRantel beS abgefurjten JtegeB ben 2(u§bnt(f : 

a(R + r)7r. 

^if jule^t gefunbene Sormel f&r ben 3nbalt beS 9)lantetö etneS 
Abgelfirjten Jtegel§ Ih^t \iä) aud^ fd^reiben : 



2a 



m '• 



R4-r 

@efet man — ^ = ^, fo iji ber SRantet beö abgefurjten Ä^eW 

= 2a^7r, b, b» gleid^ bem ?)robuct aixB ber ©eitenlinie 
in bie 9txipf)txxt etne§ ÄreifeS, beffen SRabiuö ba$ 
arttbmetifd^e aJlittel au§ benStabien ber betben ®runbs 
ebenen ift. 

C, Arummflad^ige Sthptx* 
2Die Äugel. 

S* 197. ®ffla?uitg. 

25ieÄugel ijl ein^6r^)er, ber t)on einer cinjtgen !rummenSläd&e 
fo begrenjt ijl, ba^ «tte fünfte ber begrenjenben gläd^e oon einem 
f>unfte im Snnern beö Mx^tx^ gtetd^ weit entfernt jinb. ©ie bc« 
flranjenbe frumme Slac&e bei^t Äugelflddbe, ber g)unft im 
Snnern, t)on wetd^em aUf^mltt ber Äugelfla^e gleicht weit ent* 
femt finb, beißt ber SRitterpunf t ber Äuget unb Äugelfldd&e. 

Sebe gerabe ginie wm SRittetpunft einer Äugel nad^ irgenb einem 
fünfte ibrer £)bfitÜd&e beißt ^albmeffet; jebe gerabe^ bütd^ 
ben aRitteI))unft-gebenbe, unb bon beiben®eiten bon ber Jtugelft^e 
begrenzte Sinie beißt ein S^urd^meffer ber Äugel. Üix^ bem Segriff 
ber Äugelfla^e folgt, baß aQe Stabien, unb ebenfö aQe 2)urd^meffer 
ber Äuget einanber gleidf) pnb. 

Sßirb eine Äuget burd^ eine Sbene gefd^nitten, fo 
Ijl bie ©urd^f^nittäfigur ein Är,ei8. 
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93 e n) et 6« £)ie fd^neibenbe 6bene ge^t entoeber turd^ ben iDlit« 
Ul^finntt, ober nid^t — 1, ©c^t bie fd^ncibenbe ebene burd& ben 
5DflttteH)unft ber Äugel, fo ift jebe in biefer ebene oom aRittel»>unft 
ber Äuget naä) einem ?)uncte ber SSegrenjung ber ®urd&f4)nitt8« 
fiflur gejogene gerabe 8ime juglefd^ ein SRabiuS ber Äugel, folglid^ 
finb öUe btefe gerabe JBtnten einanber gleid&* S)ie Dur^fd^nittö* 
figur iji baber ein Ärei^, beffen WtUlpmtt ber Söiittelpunft bet 
Äugel, wnb beffen JRabiuS ber S?abiu§ ber Äuget iji» 

2. ®cbt bie fd&neibenbe ebene BCD (Sig. 82.) nid^t burd& ben 
?!Rittel^)unft ber Äuget, fo faUe man au§ bem SDlittel})unft M bet 
Äuget eine Senfred^te MA auf bie ebene be6 ©d^nit«, unb t>tx» 
binbe xwei beliebige g)un!te B, C, ber ©urc^fd&nittafigur mit A, fo 
tft AB AM ^ ACAM, unb baber 

BA = CA. 

e§ ftnb alfo ie jwei beliebige fünfte in ber 93egren}ung ber 
S)urdE)f^mtt$figur t>on A gleid^ n>eit entfernt; bie Sur^fd^nittd^ 
ftgur ift baber ein Ärei^, beffen 9RitteI))unft A ifL 

i. 199. j^ciltfä^e. 

!♦ ©d^neibet eine ebene eine Äuget, fo ip bie entfernung berfet« 
ben t)om SRittelpunfte fleiner alS ber«^albmeffer ber Äuget, unb bie 
t>om SKittet»>unfte ber Äuget auf ben ©urd^fd&nittSfreW gefällte 
©enfrcd^te trifft ben 5IBittelpun!t biefeö Äreife«. 

2. S)ie gerabe Sinie, n>eld^e ben 9]tittel))unlt einer Äugel mit bem 
SDlitteti)unfte eine« Durd&f^nittöheifeö t)erbinbet, jlebt fenfred&t auf 
ber ebene biefed Äreifed. 

3. ®ie gerabe Sinie, »el^e in bem SWittetpunfte eine« Surd^« 
fd^nittöfreifeö auf ber ebene beffetbtn fenhedjjt Iftebt, gel&t bur^ ben 
tDlittelpunft ber Äuget. 

.SDie JBeweife biefer @a^e ergeben ftd^. leidet au« bem oori^crge» 
benben §. .. 

t» ISO. C^tflatttitg* 

ein Ärei«, in wetd&em eine ebene unb eihe Äugetfldd^e fid& fc^nef« 
ten, bei^t ein Äugetf.ret«. 

t. 181. 3tifai|. 

S5ejeid&net R ben ^atbmeffer ber Äugel, x bie fenfred&te Cntfer« 
nung eines Äugelfreife« t)ijm SIÄittetpunlte berfetbiin, fo \^, wie fid^ 
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Mtcft^m yunftm h ha ^np^tnt bcffeften cmoiAcr ffn^, fo ift 
tiefer 9)unh t>a |>oI teS ituselfmfe«. 

Xiigrltrftfe, beten ^enen parallel mh, %6,fm 9arallelf reife» 
^er yaraOdhret^, vmU^ Suslei^ burd^ ben SRütelptiidl gc^t, 
beiStXequator. 

S. 141. Sttf^h 

f)arttQelfretfe b^ben eine gememfi^ftliil^c %n unb gemeinf^of^ 

Üö)t ^e. 

!• 1-19. €f«fliftt«g. 

£er ten jtvet |)araQelfretfcn begrenjlcSbctl bcr Jtugel^iad^ Mft 
3one, unb jeber ton ben (Sbenen jiamer9^^^IUIretfe tmb ber tajs 
geb^rtgen SoQ' begrenzte 2^etl ber Jtagel eine Jtttgelfi^eibe ebcr 
att4^ eine t^rperlt4^e Som. 

3>ie gerobe Stnie^ treibe bte 9Rittet|>tadte ber bcibca 6m SmgAf 
fc^efte begrenjenben ffforollelhcife »erbcnbft, tmb fesfred^t auf bca 
ebenen ber ^orollelfretfe ^ebt^ b^tgt bte ^Hc bei JtsgclfK^cftc sab 
ber ibn begcenjenben 3^ne. 

f. 14a. Ctitfitt. 

Xti.t^ t^itr 9nntte^ mtli^t ni^t in einer Sbene tte» 

gen, if ber Stttelynnft unb ber |^atbmeffcr eiser Jln^ 

gel betiBoit, beren SDhtiflidfz bsri^ tenc »ter 9sv(te 

btnbnr^gebt (gtg. 84) _ 

85e»et^ 3a bei btnw^ brti w« btrfni INÄo^ <*» ^ CT, B, 

gcbenben (gbene befiftrefibt mit b«n> b«Wbett eines Ärei^ ACB, 

beffen gRitteIvtnrft F fei; m •&« sawittn burt^ brei oabert A, D, B, 

unter btefen üicr fhorften gAcBbenObene befc^retbe man buri^ btefc 

bcet lius&K cottn jMUn ibeä ADB, »cidirer ben erfkca in AB 

f(^iictbtd(i viri^ bciiia aitit^ 3n F ecrcd^ aua onf bei 

<Sb«ne b«( Jbeifei^ ACB bte Sentred^ts FH, tub ts 6 onf bet 

<Sbenfi b«$ AoöTed- ADB bte ^Senficetf^te GL, ivefa^ bie ctpaeaM 



fiAMM> bomt tfi 11 bcr IlUtteipunb Unit AX bcc .^^ 

Ibiyt bcKtt £bc3E$[a4t bnn^ bte uice flunfte A^ B, C,. B liinhui^ 

9ftUt twm üti' tttm atittti^untt F t>cä JiaBfcä ACB «aif bie 
&«l4t(NttAnÜL JkB. tta bäbu ihäre ACB aafri^ 
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tt6)U FK unb aud G auf AB bte Senfred^te GK, fo treffen beibe 
bte ©ebne AB in bemfelben fünfte K; baber tjl ZFKG ber SRet* 
gungöwtnfel ber ebenen ACB unb ADB, bte gbene beffelben fle^t 
bd()er fen!red^t auf ben (Ebenen ACB unb ADB« S)a nun FM auf ber 
ebene ACB fenfrec^t tp, |o lieflt FM, unb au§ bemfelben ©ruribe 
auä) GM in biefer (Sbene* FM unb GM liegen baber in einer 
ebene, unb fdfjneiben ftdf), weil fte auf ben S^enfeln KF unb KG 
be§ SaSinfelö FKG bejiebli* fenfred&t flehen. S)afi nun M t>on 
ben t)ier ?>unften A, B, C, D, gleich weit entfernt ift, ergiebt ftd^ 
leidet avL& ber ßongruenj ber ©reietfe, weld&e entfle()en, wenn man 
MA, MD, MC, MB, AF, BF, FC, AG, GD, jiebt. 

{. 144. 3ttfa1»* 

2)urd[i jwei 9)unfte auf ber iDberfldd&e einer Äugel ijl ein gr6ß» 
ter, unb burdfi brei fünfte einer J£ugeifIädE)e ein Reinerer itugeU 
?rei§ bejlimmt. 

$. 145« j^rl^tfa^. 

eine ebene weld^e auf bem enbpunfte eined JtugeU 
l^albmefferS ober ©ur^mefferö fen!red&t ftebt, trifft 
bte jtuge(f(ä$e nur in biefem einjigen $unlte^ unb 
liegt fonfl ganj außerbalb berfelben, 

fiSeweid. SDlan oerbinbe einen beliebigen jweiten |>unft ber 
ebene mit bem SDlittelpunfte ber itugel, fo ergiebt ^iä) Ulä)t, bofi 
bie entfernung biefeS ^untteS t)om 3)litte(^unlte gri^er ift aU ber 
;S)albmefrer. 

S* 146* •tflävung. 

eine ebene, weld^e bie %la6)t einer Jtuge( nur in einem einjigen 
^ixntU trifft, unb fonfl ganj außerbalb ber Augel liegt, l^zi^t eine 
S3eru^rung$ebene ober Tangentialebene ber i(ugel^ un^ 
ber ?)unft, in weld&em fte bie Äugelfldc^e trifft, ber ©erfil^» 
rungö^unft. 

{.147* j^e^rfä^e. 

1) 2)ie gerabe 8inie, weld&e ben äBerubrunflö^)unft einer SBerÄ^i 
tungöebene mit bem SKittelpunft Ux Jtugel t)erbinbet, fiebt auf ber 
JBerubrungSebene fenfred&t, 

2) Die auf bem aRittel^)unfte einer Äugel auf eine JBerfi^rung«» 
ebene gefiUte ©entrechte trifft biefe im a5eru^rung§^)unfte. 
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3) XAt in bem S3cr&(^rung#^idt6 einer SBcm^nmgScbene auf 
bttfelben tttUbUtt @enfrec^te gc^t t)erlan0ert, bur^ bin 2S&ttiU 
"punft ber StugtU 

5) 3n einem fhtnfte ber iC^gelfi^e giebt e$ mnr eine Ser&V 
rungdd^enc 

S)ie S3et9eife btefer @a|e laffen {td[^ Ietd[^t ftnbem 

$. 148. 3»Uit' 

Stellt man tn einer S3erfibntng§ebcne burd^ benSeru^rung^imft 
eine grabe Sinte, fo ftt^t {te auf bem ^albmeffer ber Jtugel fenfrc<|t 
<§. 6)^ unb trifft bie JEugelfla^e nur in btefem einzigen fünfte. 

f. 149. Wtftitung* 

(Sine grabe Sinie, »elc^e eine Jtugelfladj^e nur in einem einzigen 
^nfte trifft, bei^t eine äSerttt)rungdIinie ober Tangente 
ber Jtugelfi^^e, unb jener fhinft ber Serul^rungdyunlt 

S. 150. 3ttfa#. 

2)ur(l^ einen |>untt einer Jtugeipd4)e giebt ed unenbliijb tHde 
Sangenten an berfelben« 

(. flfSi. i^ivft^. 
SSSirb eine ^ugelfla(^e \>on bem SRantel eined fenCr 
ttd^ten SttQtl$ gef(^nitten> beffen epxlit im SRittet 
puntt ber Xugel Hegt, fo iß bie S>ur(|}f(^ni|tMinie 
beiber Slawen ein JCreid. 

@S fei M ber ÜRittelpunft ber ^uge( unb A ber Dunft, in totU 
^em irgenb eine @eite be$ Jtegelmantefö ui^ bie i(ugelfld((^e fi<^ 
fd^neioen. 8egt man burd^ A eine 6bene fenfreii^t auf bie Vre bt$ 
Jttgtl^/ fo f^neibet biefe fowobl bie Jtugel*, aU bie Jtege(fla(|}e in 
einem Jtvetfe. 9{un fmb bie @tu(te ber Seiten US itegeM jwifc^en 
ber ®))i(ieM unb ber!Dur(|}f<^nittSebene aKeeinanbergleid^unb smot 
gleicli MA. 2)a nun MA ber ^albmeffer ber Äugel ift fo liegt bie 
Areidlinie, in meldj^er jene (Sbene bie Jtugelflad^e fc^neibet, juglet«^ 
tn ber Augelflad^e; b. ^. bie Jtegelfldd^e unb bie Jtugelflac^e fd^nei^ 
ben fid^ in jener Äreiölinie. 



$. 15». „ 

SBirb eine £ugelf[ad[^e bon bem SRantel eineS fentre^ten J(egctö, 
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beffen @»>ti^e ber ?lRi^«H)unft IjeifÄugel i% it^ä^iftm^ fo. %ilt 
bxt Xtitlfla^t^exo^ilbk ^M^d^a^t, alö bie £jiigel f4b|t in )fi^ 
Steile. 3eberüon oen S^bnlen ber ^ugelflad^e ifi eW^aJ|ott({ 
jeber öon ben beiben Steilen, in ml6)t bu Äugd getl^eitt tiirb^ 
l^etßtein Äugelauöfclinftt 

@in ^u^elau.^fc^nitt ijt baber itxitniQt S^etl einet 
itugel^ ber t)on einer (Salotte unb tem um ben ^u^e« 
l&Jriflen Äugelftei« fi:d&(ierumjie^enben STOantei eine« 
(entrechten ÄegelS begr.enjt wirb, beffen ©(pifee ber 
SKittel^)unft ber ÄugeMfr 

f. 153. jeettfaff. 

Der for^perlid^e Snl^alt ber i^gel tft gleid^ Jr»7c* 
JBeweiS» SRan befcfireibe (gig. 85.) in einen ÄreiS ein 9ol^ 
Qon t)on 4n @eiten^ fo fpmmen auf einen £luabranteii bcöfel^en 
grabe n ©eiten: CE = BD = DA5 jiebt man DB, EB, CB, fo, 
erl^dlt man n neben einanberliegenbe ^reiede, xotl^t jufammenge« 
nommen Ut%la^ be$£luabrantenbe^o genauer audmad^n, ie gti» 
fer bie 3a(»( n genommeit n>irb* S)entt man fU^ bal^er ben SEI^etC 
CEDA be$ rege(magigen ^ol^gond um AB l^erumgebrel^t btd 
berfelbf in feine urfprunglicl^e Sage jurudgefebrt x% fo befd^reibt 
berfe(be einen <X(r)>er, ber um fo weniger t)on ber «l^olbtugd abweiii 
$en wirb, ie gri^er n genommen wprben ift» 9lun befd^reibt boi 
^reied BAD beji bief^r ^Bewegung einen SDoppeSegel, beffen get^ 
meinf(|)aftlid^e ®runbfldd&e, ber t)on OL bef4)riebene Äreiö ijl4 
Der Snbalt biefeS burd& fftotatkn ui 5)reie(f§ DAB um bic 
®eite AB entjlanbenen Ä6rper6 ift baber 



TT _^-. _ - -. .TT -^«. ^ -r -n IC 



1) J.DL«.AL+ g.DL«.LB= ^ . DL« . AB. 

punße bnfciben nut'bcm ^tttel)>un{te B, fo ift: 

' BF=:BG = BH 
unb AFAB 00 ADL 

tij»tt%alt fti^ ballet: 

ABtFB = DAtDL 

fotm 2) AB = ^-^^, 
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®efet man bfefen SBertl^ in obigen 7fu§bru(f (1), fo erhalt man, 
wenn man ber Äfirjc wegen ben burd& bie SRotation be« ©retedS 
DBA entpanbenen St&xpn mit Pi bejeid^net: 

3) P. =i. 5l^J^ß---^=^ DL.Fß.DA. 

9lim t)eT^aIt fid& aud&, wenn man FK || DL jiel&t, «^^flen Xel[)n* 

li<|feit ber ®reiec!e DAL unb BFK: 

DA: AL=.FBtFK 

foIglid& DA = — ^^ . 

©eifet man biefen TCuSbrud ^att DA in ben 2Cu§brud 3), fo erhalt 
man: 

Ax P _. DT FB^AL.FB 

4) Fl = l'Tz • DL • pg » 

9lun iji DL = 2FK, ba AD t F A = DL t FK, 

s t rx r^x o 1 2FK • FB2 • AL , t^n-, A r 

folglid^ 5) P, = Jir • pg = 1-71 • FB2 • AL., 

S)er Snl^alt be$ burd& Stotation beS jweiten DreiecfS EDB um 
bte Xre AB entjlanbenen ^otptx$, ber mft P2 bejeid&net »erben 
mag^ wirb auf folgenbe aSeife gefunben« SSerlangert man ED, bt^ 
pe bie jBerlangerung t>on AB in N fd^neibet, fo befd^reibt bei ber 
JRotation beS fluabranten um AB baS 35reie(f BEN »ieber einen 
S)oippeI{egeI^ beffen gemeinfd^aftlid^e ©runbebene ber bon EM 
befd^riebene ÄreiS ift. ©er Snbalt biefe§ iDo^p^^elfegelS i|l bat)er : 



'^ • EM2 . NB, 
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Um nun ben Snbalt be§ Ä6r))er§ P« ju finben^ \)at man nur Don 
bem Snbalt be§ ©op^elfegeB: 

JeM« •NB. 

ben Snbalt beS burd& ba§ SDreiecf BDN bei ber Umbrebung be* 
fcliriebenen 25op^)eIfegeK abju5iel()cn. Der SnI&alt beS le|tem 
ijl aber: 

^•DL2#NB. 

folglich : 6) P^ = ^ • NB • [EM« ~ DL*^] 

= J. NB.[EM + DL] [EM ~ DL] 



e^ Ijl aber EM + DL = 2GB, wenn manim^ G ju EM We 
^äxaMt GR jie^t, unb EM — DL = EM — OM =: EO; 

folflli(^ 7) P, = ^ . NB . GR . EO. 

«Run m A NGB a« A EDO, fblglit^ r>tt^aU jt(^ ; 

NBjGB=EI)jEO 
bol&er NB . EO = GB . ED; man fann mtt^tn in 7; GB . ED 
ftatt KB» EO ff^en, woiur^ man erhalt: 

8) P, = ^ . GB . ED . GR. 

Sflun ift aud^ A EDO oo A GRB, weil 

^EOD = ZGRB = R. 
feiwt ZD€R-f^HGB = R 

Bt* ZRßG4-ZRGB = R 



fotalic^ /.OGR = ZRBG 

unt> ZDGR = ZGEO 

mithin ZRBG = ZGEO. 

Qi V(t^a(t {t(^ tia^er: 

£DtDO = GBtGR 
mtt()iR £D*GR = D0*G6. 

SRan fann ba^er in 8) DO • GB (latt ED • GR fe^en; baburd^ 
erl^^it man: 

») P, srf l' »GB . DO . GB s= j . GB» . DO = 

|^.GB«.LM. 

®ani benfel^m^u^.bru^ erhalt man für bie von iebcm bec folgen« 
ben ^tüetfe bcfd^rKbenen Umbtei^ung^tSr^er. IBeitid^nel ba^er 
P„ ben nten itJripet in bet JRei^e ber Umbte^ungöKrper, p„bf.f 
©enfte^te »om Söiittelijunfte auf bie ^eitt beö ^olpgonS unb x^ 
bie ^roieftion bet ?)el98on«fefte ftuf bm fenf regten SRabiuS, 

XO) Pa =;= 1" • P.* • x„. . 

e« fft*al)er.ba8 mbe ®^)Jiaroib^Ut4> ber ©umme oUer biefeit 
ttmbrel^uttflStöriper, alfo glet^ 

8 
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11> -^* P*l • 5^1 + 3- • P% • X^ + 3; • PS • 3C* + . ♦ ♦ 

9lun xft, ba baS |>ol9gon ein regelmagige« tft, 

Pi = P« = P« = Po 

folgltd^ t>€t 3nl^alt bed ^Iben @))^rotb'd gUid^ 

.12) -g p« • [xi + X« + X3 + ••♦. xj 

9lun ifl, tpel^e^ an^ bte 3al^l ber Letten bed |>ol9goii< feal 
wog, immer [xi + x^ + xs -f •• •• x»] = r, alfo bn Snl^alt beS 
l^alben ©pbaroibö gleid^ : 

12) ^V^^r. 

3e großer aber bte Unia^l ber @etten be^ ^olpgond ifl, bffo 
mebr nabert {t6 bad 9>ol9goti bem Greife; tmb ber Unterfd^ieb tm^ 
fd^mtnbet ganj, fobalb bte tKnial^l unenbltd^ grof tft. Sur btefen 
^aO aber gebt ba$ l^atbe ©ij^borotb itt bte J^albtugel uttb p m r 
liber; ti tfl bafyer ber ^n^alt ber ^albfugel g)[et$ 

3 ' 
fotgtt(|> ber Sn^alt ber ganjen Ättgel = -^, 

X)entt man ft^ einen (Splinber, beffen ©runbebene g(eid^ einem 
gri^ten itugeltreife, unb beffen J^6be gleid^ bem 2>tlr#meffer 2r 
ber Äugel ifl, fo tft beffen 3nl()aU gleid^ : 

r*ic • 2r = Sttt»* 

(S« tfl batier ber Snl^alt einer Jtugel | be« Snl^altS 
cined Gpltnberd, beffen ®runbebene ein gtijßter Stn* 
gelfretj, unb beffen ^ifft ber Durd^meffer ber Stü* 
gel ifl, 

{. 155. ftuH^t. 

2)en 3nbalt etneö JtugelauJfd^nttt^ iu bered^nen^ 
beffen ^6^e h gegeben tft. 
ICttfUfung. Diefetbe fiSetrod^tung^wetfe, wie §^153 ergiebt, 

tvenn h<r ifi, f&t tett Sn^olt M Jtugefoudfi^nitt« : ^^. 
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3fl h > r, fo ijl bte ^^e bc« fleinem ititaelaudf^niM 2r — l^ 
fotgUdi) oer Sn^att bt$ tlAntm Jtugelaudfc^ntttS 

3 ' • 

unb badet ber BnlSKdt bed gti^tm itugeldu^fd^nttts 

^3 3 ~ 3 • 

Die gomel — j- gUt alfc allgemem^ oud^ wenn i > r J^; . , 

" • ' ' • '- 

• {. 156. <Citf§tf e. 

Den3nll^a(t etne^itugejabfd^nitt^iubered^nen^toenn 
bie^6l^e berfelben gegeben ijl. (gig.^.) 

2Cufl6fung. & ijl ber 3nt)alt bed Jtngelobfd^niM AEB.g(c{i| 

^ber 2)iffereni bed 3niattd bed j(ugelau$fd^it» CAEB önb bcS 

AegeU C^^ beffen Q(Yunbebene bet jugetnirigedtitgcttrilld AGB^Hidi 

bejTen <Spi^t ber aJlittel^untt C bei: JCugel ijl, Sinn ift b^ 3rM^ 

bed JtugelauöfdE^nttt^, beffen i^il^e b ift, 

-g— (§.155.). , ^ 

S)er Aegel, beffen @rünbebtne ber itugelfreid AOB, tttib btpt 

^pikt ber üRittelpunft C ber Äugel ift, M ben Sn^aU l-^AD^-CD^ 

iRun ijl 

AD« = AC« _ CD» 

cbtr ba AC = p, CD = CE — DE ±= r — h ifl: 

AD* = p« — (p — h)* = 2rh — h« '^ 

= h(2p-.hX ' '' 

folglic|> ber Sn^alt be« ÄegeW ACB : 

^(2r-h)(p-h)=^[2p«~3ph4.ha :, : «r 

mittitn ber 3ndalt be« Jtugelabf^niM: 

2nr*h jrh .^^- « u i k «\ 

— ^ g(2r*-3rh+h ). /j 

m^erau« ergiebt ft^ nnrnt man bi« itlammer auflift unb t^tmäH 
T6r ben Snl^att be« ÄugelabT*nitt6 btr «tt«brtt(f : 

8* 
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S>en 3n(^alt tintiStu^tlahi^niU^ }u beregnen, octin 
ter SlabtuS a bed begrittienbcn Alugelttetfe^ unb bie 
4>ibeh flegeben x% XSi«. 86) 

Vuflifuttfl. fflton t>erbmb( C mit bem aSittcIpuntte be^ Stn^ 
geltreife^ D, loerldnflere CO auf beiben 6citen bt6 an bte Jtugetfldd^e. 
Sann Detbmbe man einen beltebiflen ^unft A in bet 9)eri))berie beS 
jtuflelfretfed mit bem fKittetpuntte D beffelben, fo t9 AD = a, unb 
DE =^ h gegeben. Qm ben Snbalt beS Jtugelobfd^nittd nad^ bem 
SBotbergebenben bestimmen ju tonnen, bat man r imö) a unb h ju 
beflimmem & ift t^ermige einet bekannten (Sigenfd^aft bed Jtreifi^: 

h I ä = a s 2r — h, 
fblglici! Ä* =h (2r — h) = 2rh — h% 

"1K ^^ 

"^ €ie(t mm Mefcn SBert^ t<rtt r tn ben VnSbnnf f&t ben Snl^att 
tff^KugffabfdMHS: 

^[3r~hl(§.156a 

fo erbilt man : 

TL 2h ''J-T'L 2h J 

g. 158. fiitf^iife» 

S)en 3nb<^U be< Augelabfd^ntttS {u bered^ne«/ ti>enii 
ber Stabiud ber itugel r unb bet Stabiuö be«, legrem 
jenben Äugelfteifeö gegeben finb. 
2( u f 1 5 f u n g« 7iM ber ^r o)mtion : 

hta = at2r — h 
fb^gt, »ie in §.• 157 : 

h (2r — b) = a« 
2rh — h2 = a*, 

ober h«— iriiÄt — a«, 

fi»IgIU^: = lis=?;r±/<r?^— a«. . 

@e^t man f&r hbieftn SPSerlb^ in^bün:(§- 157«) ge^nbenen Vuebrud 
fbx ben Snl^alt be6 ^ugeiabf^nittS: 

J7f(3a«h+h»)/ ' ,. 
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fo erhalt man: • 

j7F[3a2r±3a2/"(r«— a«)+(r±:/'(r« -a«))»]= 

S)en 3nt)ali einer Jtugelfd^eibe ^u bettd^nen, wenn 
bteSiabten a unb b ber begrenjenben Augeltreife unb 
bie»^6beh gegeben finb, (Sig» 870 

ÄuflSfung. 3Ran t)erbinbe bie TlitUlpuntU F unb G ber 
beiben Äugelfreife, unb t)erlangere FG, biö jte bie jDberfldd^e bei 
t)ollftänbtgen JCugel, üon ber bie gegebene Jtugelfd^eibe ein Sbetl t|^ 
tn E trifft; ba§ ©tucf EP fei gleid^ x. 35er Snbalt ber Äugefc 
fd^eibe i^ bann gleid^ ber S)iferenj ber Snbalte ber beiben AugeU 
abfd^nitte, t)on benen ber eine bie «|)obe b -f- x^ ber anbere bie S^i\}% 
xbat 

9flun ift ber !^nbalt beS Äugelabfd^nitte«, beffen ^i^t h -f j^ 
unb beffen ÄreiS ben »^albmeffer a f^at, nad& §. 157 

unb ber 3nb«lt be§ Äugelabfd^nlttö, beffen ^obe x, unb beffem 
Ar eiö ben ,|>albmef[er b bat: 

|;.x(3b« + x«), 
folglid^ ber Snbalt ber Äugelfd^eibc 

i7r(h + x)(3a2 + (h + x)«) — ^«<8M+x*), 

über gleid^ 

i;i[3a«h+3(a«— b«+h2)x-j-3lix*+h»], 
9lun t>erbalt ftd^, wenn ber 9{abiu$ ber Augel mit r befiiclnee 
wirb: 

Xb=bl2r — X 
h-f-xia = ax2r^x — h 
%ni ber erflern ^ro^)ortion folgt 

2r — X = ^* 

X 

Sefet man Wefen fßertb ftatt 9p — x tn We jwefte |)roj)örtiOÄ , 
fob<^t man: *..:-* 

h-fxta=as h- 

ober h4-^ia=axifc*= — hk, 
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fo^gSl^ (h + x)(b2 — hx)=a2x 

hb«-j-b2x— h*x--hx«=a»x 
lib«=hx2 -|-(a2 — b« + h«)x, 
«Ifb 3hb«=3hx«-f-3(a2— b2 + h«)x. 

«cftt man 3hb« flatt 3(a«— b« +h«)x:+3hx«, fo erhalt man 
f&r bcn 3nl^att ber Augelfd^eibe ben Xuftbrud: 

i^[3a«h-j-3b*h+h»], 
A) i7rh[3a«-f 3b«4-h«]^ 



S>en 2rntyalt einet Augelfd^eibe }u bered^nen, tx>enn 
1>te Slabien ber betben ^arallelfteife a unb b unb bec 
atabtuS r bet Äugel gegeben finb. (gig. 87.) 

TCuflifung. fSRan t)etbinbe bte ÜRtttelpunfte ber |>araOel(retfe 
F unb G unb t>eriangere FG, bt^ pe bie »oUfianbige Äugelflia^e in 
E unb H trifft, mbinbt C unb A mit 0, fo ifl bie ^o^e FC ber 
Jtugelf<^etbe gleich FO — GÖ > glunijt 

FO = /"(F^Tp) 

G0 = /(r2— a«) 
frifill* FO— GO="/(r«— b*>— ••<r«— a«). 

«egt bogegen ber Sölittel|)unft ber Äugel j»ifd&en ben beiben 9)a« 
vafleltreifen, fo ijl bie ^it)t ber £ugeff(beibe 

. h = V"(rg — b*) + V (r^ — ag) , ftlfo aPgemein 

h = V" (r«— b«)=F\^ (r« — a«)^ 
©eftt man biefen'®eidS> jtatt h in ben 2(u§bru(f f6r ben Snbalt 
»er Wrpetti^itt Qttit {i. 159.) 

|ri[3a«h + 3b2h + Ii»] 

fo erftitt man: 

B) ijr[(b2 + 2r«)/'(r^— b2)qi(a2 +2r<)\r(r2— a«)J. 

i 161* <Cttf0t»e. 

Sen 3nll)alt einer £ugelf(|>eibe ju bered^nen, mentt 
bfr 9iabia$btr Auge! r, ber Kabtuö a bed einen DaralteU 
treife^ unb bie ^He h ber JtugetfdE^eibe gegeben finb. 

Xufl6fung» 66 ifi GO^ = r> — a^ 

flOssiTr*-«« 



119 

ia\)tt FO = /"(r^ — a*) + h, wenn itx 3Rittcl^)unft \>tt Äugel 
aufletfe alb ber B ryeriid&cn 3onc liegt. ©agcflen ijt FO = 
h — /"(r« — a«), »enn ber SKittel^unft ber Äwgel innetbalb ber 

Wr^)erKd&en 3one liegt, alfo aiTflemem FO = hiiTCr« ^ a«), 
9lun ijl • 

b2=r^— F0*=r2 — (h±/"(r« — a«))2 

=r2— (h2±2hv^V — a2) + (r«-a2)) 

=r2 — h«q=2h/"(r2-a2),— r«4-a^ 

=a2=F2h/'(r2-a2)— h^ 

©efet man btefen SBertb für b in ben ^u6bru(f B) beö t)orl^er* 
9el()enben §.: 

(o, erl&alt man : 

C) i7rh[3a« — h2=F3hv^(r«— a«)]. . 

Der Snbalt ber jDberflad^e einer Äugel, berenJg)albs 
mefferrip, ifl47rr*. (gtg. 88*) 

SSeweiö. 66 fei in ben £luabranten AGB ber t)ierte Sbeit 
eine» regelmäßigen ^olpgonS t)on 4n ©etten beschrieben, fo baf in 
bem Cuabranten felbfl grabe n ©eiten enthalten finb. ®rebt ft(| 
nun ber £luabrant um BC, fo befd^reibt ber JBogen AB bie £)ber$ 
flad^e einer J^albluget, ber Xbeil be6 i>ol9gond AFDB bagegen bie 
ßberflad&e eines falben @))baroib'S* 9lun befd&reibf aber bie Seite 
DB benlKante! eineS t)oIl|lanbi9eh ÄegelS, jebe folflenbe <Btitt FD^ 
AF ben SRantel eineS abgefurjten ÄegelS» 

ÜRan jiebe üon D unD F bie ©enfred&ten DG, FH auf ÖC, 
f)alftt DB in N unb FD in 0, jiebe t)on N unb auf BC bie «enf^» 
red&ten NL unb OM. SRun ijl ber t)on ber ©eite DB befd^riebene 
SDlantel etneS t)0Üjlanbi9en ÄegeW, ben mir mitM, bejei^nen wollen t 

M, = DB.D6«7r. 

& ift aber in ben Dreieden DBG unb NCL 
ZDGB = 2lNLG = R ' 
ZBDG = NCL, 
»eit ZBDG=ZBNL 

tmtj zlBNL'-f- ZLNC = ^LNC + ZNCL ='R, 
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hieraus folat: DB i BG = NC : NL, 
ober DB . NL = BG . NC, 

«lfi> aud^ 2DB . NL = 2BG .NC, 
cberau^ DB.2NL = 2BG.NC. 

«Run ift 2NL = DG, alfo 

DB . DG = 2BG • NC. 

aRon fann ba^et in obigen "Kuöbtud für Mj 2BG.NC jlatt 
DB . DG feien, bte§ giebt: 

M, = 2BG . NC . JT. 

^ie {Weite Seite FD befd^reibt ben SRantel eined abgefuriten 
Stt^tU, beffen ©runbebenen bte Sinien DG unb FH ju ^dbmefem 
^abrn; tS ift ballet ber füRantel M, beS von ber iwetten @e!te be> 
fd^riebenen JtegelflumipfeS: 

Me = DF . (DG + FH) . jr, 

obet ba man 20M jlatt DG + FH fc^en fann? 

M^ =r 2DF • OM • V. 

%&at man nod^ DP fenfred^t auf FH, fo tfl tn ben ©retedfen 
FDP unb OMC 

^PPD :^ Z.OxMC = R. 

Sernet ijl Z DOM = ^DFH 

^DOM + 4M0C=ZM0C + ZÖCM = R 
unbba^er Zl>OM = ZOCM, 
folglich aw^ Z.DFP = ZOOM 
unb ba&er AOMC co /\FDF, mithin »erl&alt f\^t . • 

FD:DP = OC»OM, 
ober FD . 0M= DP . OC = GH . 00. 

e« ift ba^er, wenn mm in oNgem «u«bru* f&r M, jlatt FD. OM 
l»ad$robuft: GH.OCfe|t: 

M, = 2 . GH . OC . w. 

«ejeit^net man bo8 ?>erpenbifel mm Söiittelj?*»«fte auf irgenb eine 
^ol^gonfeite mit p, unb mit x„ x„ x, bie ^rejectionen ber erjleiv 
^weiten, britten 9>o(9gonfeite, von B iinfandenb> auf ben fRobiui 
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BC, fo ^at man, weil biimi BG = x, NC = OC = p, mi GH 

j M, =2 • p • Xj • ^ 

M2 = 2 • p • Xg'» ;r, • 

ebenfo pnM ftd& : 

M3 = 2 • p • X, • TT U. f. f» 

Shxn steigt bie Summe fdmmtUd^er .ftegelmantil He jDbarßJd^e 
t>rd l^alben ©pl^aroibd; e§ ifl a(fo 

Mi + M2+M3-f..,*M„=[2px,+2px.+2px3+^..2px„] IT 
über, wenn man mit S bie £)ber:flad[)e bea l^alben @(p|)arotb* be« 
jetd^tiet: 

S = 2p(x,+X2+X34-»*.x„)7r, 

SBie grof aber aud^ n fein mag, fo ift bie Summe 
immer gleid^ r, alfo 

S = 2pr;r» 

3p nun n un^nblid^ grof, fo wirb p — r, unb bie £)berflad^e beS 
l^alben ®))bafoibS ge^t in bie jDberfiadEie ber ^alijfugel über; ed ifl 
olfo bte iDbfrßa^ ber .^albfugel = ir^^n, folglid^ bie £)berfld(l^e 
t)er ganzen i^ugel = 4r^/r« 

^er Snl)a(t dne^ grif ten ^ugelfreifedifi r^;r ^ babix ber ^nl^alt 
ber Jtugelflad^e bad SSierfad^e bei 3nl^aUed eineö grif» 
tenÄugelfreifeö. 

{. 164» <Cltf9tBe» 

Sen Snbalt einer (Sa(otte ju beregnen, wenn bet 
^albmeffer ber ^uge( r unb bie ^ol)t h berfelben gege» 
ben ifr 

Xitflifung. Die SUd^e einer Solotte wirb befd^rieben, wenn 
bie.t^atfte eineS «firei^bogenS {td|) um bie ^$be bevfelbe» Itrumbre^l 
benft man ftd^ nun in biefem S3ogen einen 3%(il eined tege(m£f igetl 
^tfa^gond befi^rieben, fo fubrt biefdbe fiSetrcN^tung/ wrt bei ber 
Bertd^mmg ber ganjen. üugelfidd^/ auf fUgenben QiuabrudC f&r benr 
3tt^aftbtr6tto«e: 

2;irh. . 
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Sa 2;rr bev Umfang etneS grif ten Jtretfe^ ber Jtugel i^,. fb tft 
bcv Sn^yalt einer Kalotte gletd^ bem 9>robutte aud bem Um« 
fange etneS groften .ftugellretfe^ nnb ber «^He bev 
Galotte. 

f. lee. <Ciiffia»eii. 

1« Sen 3nbatt einer Qalottt }u finben^ n>enn ber StabiuS r ber 
Jtugel unb ber Stabiud a be$ begren^enben ^ugelfreifetf gegeben {tnb* 

tS u f 1 6 f u n g. SRan ftnb et ben ^nf^alt be r Galotte : 

27rr[rdbV(r+a)(r— a)]* 

2. ®en 3nt)att einer (Salotte ju ftnben^ wenn bie ^if^t h ber 
6aIotte unb ber SRabi.uS a be§ bie QalotU begren^ben JEugelfreifeS 
gegeben ftnb. 

Xuflfifung. SKan finbet für ben Sn^alt ber Calotte ben «u«* 
btud: 7r(a^+h2) 

2)en3n]&alt einer gone ju bere(l^nen;toenn berSfaMuS 
r ber .fttigel unb bie Jg)6tye ber Bont gegeben finb. 

KuflSfung« Wtatn erweitere bie 3one jur t)onflanbtgen Shtgel« 
^ad^e, t)erbinbe bie Wtitttlpunltc ber beiben begrenjenben f)o«aneI« 
Ireife unb verlängere biefe, blö fte bie Äugelfla^e auf ber einen ©eite 
trifft, ©ie Verlängerung fei x, fo finbet man ben Snl^alt ber 3one, 
wenn man t)on ber gr6f em ßalotte bie fleinere ßalotte abjfel&t, 
S?un %at bie größere ßalotte bie ^6be h + x, bie Heinere bie ^Üi 
X, e$ ijl alfe ber Sn^alt ber 3one 

Z = 2ir(h -f x) — 27rrx 

= 2«r(h4-x — x) 
=:2;irh 

J. 168. 3ttft^. 

S)er Snbalt einer äone i^ olfo ebenfoIU gletd^ bem |>robttct 
auö ber §ßeriybtrie einea gri^ten JtugeKretfed unb 
ber ^i\)t ber 3one* 

Bugkidb ergiebt fid^ burd^ SergleidEiung mit bem Snbalte einer 
Salotte, ba0 auf berfelben J(ugelflddj^e btr %H^tn einer 
(Salotte unb einer 3one t)on gleid^er S^if)t einanber 
fileid^ finb. . »»- 
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3)ie in bem SSorge(^ettben gefunbenen Formeln filiY bie SSefttm« 
tnung be6 3nl(^alt^ t)on A6r))ern unb tl^rer iDberftdd^e ftnb, {uc} }Ui^ 
fammengcftcllt, folgenbe. 

1) 2)et Snbalt eine^ $n§ma$ ijt ba§ ^robuct aua ©runbebene 
unb ^bi)t. 

2) ©er Sn^alt einer ?)9raniibe iji ber britte Z\)tH beeJ ?)robuct* 
auö ©runbebene unb SQi\)t. 

3) 35er SnI&alt einer abgefurjten 9)9ramit)e ift wenn a unb b bie 
3nl()alte ber ©runbebenen, unb h bie ^i\)t bejeid&nen: 

|-(a + iTfiÄ + b). 

4) 3)er SnI&alt be§ ßpIinberS ijl, wenn r ben <^albmefrer ber 
©runbebene unb h bie ^o\)t bqtxä)ntt: 

5) S)er 2nt)alt be$ SJtantelS eineS fen!red^ten (S^Iinbera ifl: 

27rrh» 

6) ®er Snbalt eine6 ÄegeW ifl, wenn r ben ^ölbmeffer ber 
©runbebene unb h bie ^ol^e UitiöjmU 

|«r«b, 

7) ©er Snl^alt beö ÜRantel§ eine§ fenfred^ten ÄegeW i|l, wenn r 
ben <lg)a(bmeffer ber ©runbebetie, uiib a bie @eite be§ AegeB ifi: 

8) 25er Snl^alt be8 abfleffirjten ÄegeB iji^ wenn a, b bie ^alb* 
tneffer ber ©runbebenen unb h iU ^i^t be$ abgeförjten Regelt 
bejei^nen: 

^(a«+ab+b«).: 

9) X)er ÜRantel eine§ abgefurjten fentreclftett Stt^U i% wenn a^ 
|i bie .l^albmeffer ber ©runbebenen unb c bie Seite b^ abgefurjteti 
JtegeU beicid^nen: 

afc(a+b), 

10) £)er Sn^t brr Jtugel^ beren «^albmefTer r bii^^^^^p 

11) ©er Snbalt eine^ ^ugelabfd^nitteft ift, wenn t ben ^oXb± 
tneffer ber ^uge( unb h bie ^if^t be§ Vbfd^nittei be)eid^t: 

J7rh«(3r— b). 
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12) S)et Snl^dlt bea Jtugelabfd^mtteS x% wenn b ben ^albmeffet 
1x^ bestenjenben Augelfretfed unb h bie <g6^e be$ tKbfd^ntttS be« 
)fU^net: 

iS) ©et Snl&alt bcr Äugelf^etbe ift, wenn a unb b bie ^alb« 
ttieffet ber begrenjenben?)aröKelfreife, unb b bie^o^e bejfelben finb: 

^7jb(3a2 + 3b« + b*). 

14) 35er Sn^^alt beS JtugelauSfd^nitte« tft, wenn r ber ^Ib« 
tneffer ber Äügel unb b bie ^if^t beffelben tji: 

|7jr«b. 

15) 3)er Snl^alf ber Äu^elflad^ t>om ^albmeffer r ijl: 

16) 35er Sn^dt einer 6atotte ift, wenn r ben ^albmeffer ber 
^ugel unb b bitS^il^t beseid^net: 

27rb* 

17) 35ä Snl^att einer 3one ift, wenn r ben ^atbrntfütt ber Äu* 
^el, unb b bie S^i^t bejeid^net: 



Sßon einent freidfSrmigen ®ewitbe ift bie fßeite im 
tid^ten 2a/'bte ^i^t im Sitten b, bie ©tSrfe c, un^ 
bie gange d gegeben; ben cubifd^en Snl^alt bef tteber- 
wSibung ju bered^nen* (gig. 89.) 

2tu flifung. Da§ ©ewolbe ift ein c^Iinbrifcl^er ÄSr^per, beffen 
(SnmWbene ein Slingff&rf, unb beffen ^if^t bit 8Jnge be« ®miU 
be« * tjl. ©er Stt()aU beffelben wirb bal&er ou«gebr&(ft butd^ *a8 
^robuct ou§ ber ©runbebene unb ber Singe d« tlm bie ®rüflfby 
ebene ju bered^nen, muffen bie JRabien ber beiben Äreife, unb bet 
«ug48rfge getittiwinW g^funben werben. « f et x ber fleitiere 
^albmeffer* ©iefen finbet man auö ber 9>ro»)ortion: 

hta = af2x-r^h; * ^ 

«uS berfelbwr firigt: 

2xh— h«=a2v 
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folglich: l)x = ?-^ll, 
®en (Sttttriwinf el w flnbet möti avA im xt^txo. Drefecf : AOC, 

ober, tpenn man jtött x beffen SSJert^ fe^t, 

2) sifijw = ^^^q^. 

Shtti ifi ba9 SRtngfl&cf gleid^ bct 2Mfferens iWcierAretödudfd^mtte, 
»Ort bennt bet grSßm bcnSJabiu« x-f c, btt fleinere ben ÄÄbitt«x, 
tinb betbe ben üentriwinf et w ^abm ; a i{l ober bet 3n|att beft 
grif em Arei^au^fd^nittd : 

unb ber Snbatt beS fldnern JtretdQu«fd^mtM: 
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ha%ct ber 3nMt be« Single» : 

nw . Tfwx^ 

360^*"*^^ 860 ' 

ober wenn man ble gemdnTOoftlic^en Soctoven ggÄ '&«<m6ntmmt: 

-^[(x+o)«-x«], • 



3g^^[x«+2xc+c«-x*]=: — (&+C). 



ober 
@e^t man ftatt x befTen äBett^, fo erbalt man: 

360 L h T V ~ 360 V E > 

folglid^ be? cubifd^e ^ffalt ber Uebertoitbung: 

TTWcd /a* + h* -|- ho\ 

"860 V iT / ■ 

. «eif<)i eK Sfl t = 12', h =? 6', c = 2V d = 30', fo Ift btr 
CuJbifd^ 3nb<)It ber Uebecm&lbung 

1780,40c'. 



12« 



S>eii cttbifd^en SnI&alt eine« ®en>Mbe6 )U btred^nen, 
*a§ na6) einer au§ btei Äreidbogen, jeben loon 60^^ )ti» 
fanimengefe^tetiÄotblinie ADB gewölbt tjl, unb beffen 
^eite im Sid^ten 2a, beffen. |)obe im Sitten h, unb 
Neffen ©tarfe c ijt. (gig. 09.) 

Gonfttuction ber ^orblinie. Wlan balfte bie gegebene 
tBJeite AB = 2a in C, erricbte in C, CD fenfre^t auf AB unb 
mad^e CD s= h. Ueber AC erri(bte mon ba$ gleicbfeirige IbtAtd 
AFG, fc^neibe t)on ber ®eite FC t>on C au6 \>(d ®tbd €6 s DG 
cb, ))etbinbe D mit G unb t)erlangere DG, bis fte bie @eite"AF in H 
fd^neibet; burd^ H jiebe man HK II FC unb t)erIängereUKunbDC, 
bis [xt [x6) in L fd^neiben« ^an enid^te nun aud^ über BC ein 
gleicbfeitigeö Dreiecf CNB unb jiebt LO II CN, bi§ fte bie NB in 
O fd^neibet 9lun bef^reibe man au6 K mit AK ben SSögen AH; 
unb au§ L mit HL ten ®ogen HDO, unb au§ M, wo LO bie CB 
fd^neibet, mit MB ben SBogen OB. SMe brei SBogen AH, HO, OB 
geben ftetig in einanber über, ba fe in H unb O gemtnfdbA^d^ 
SEangenten b<^ben. 

Sßcweiö. es i<t AAHKcoAAFC, well HKII FC; weil 
nunAFCgleid&feitigiff, fo ip audb.AAHKgteid&feitig unbbaberAH 
= Hft = AK unb ZAKH='60o; ebenfo ijl AMOBcx> 
ACNB, weil MO II CN; ba nun ACNH glcid&fcitig ift, \t> ifl 
<iud& AMOB gleid&feitig, baber MO = OB = MB unb ^OMB 
= 60^« 6ä gebt baber ber aud K mit AK befcbriebene 33ogen aud^ 
burd^ H, unb ber au6 M mit MB befcbriebene 93ogen burd^ unb 
ieber biefer beibcn «ogen entbalt 60°. gerntr ifl: A GCD co 
AHLD, weil GC II HL; eS berbalt jtd& baber; 

DCtDL = GCtHL. 

2)a nun DG = GC, n. b. ßonflr., fo tfl änd^ DL =t= HL. 9tttti 
ifl^CKL = 2:HKA = 6Öo, folglitb ZCLK = 30o, ebenfo 
ifl ZCML = ^O^IB = 60^ , foIg«(b ZCLM = 80«, alfo 
ZKLC + ZCLM = ZKLM = 60° unb baber aud^ AKLM 
gleid&feitig, alfo KL = KM = LM. «Run ifl AC = CB unb KC 
= CM, folglicb aud& AC — KC = CB — CM, mitbin AK = 
MB, folglich a\x^ HK=: MO, ba^er, weil audb KL =: LM, HK 
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+ KL = MO+ML, b. u HL = LO = LD. ©et au« L mit 

HL befd^ttebene S3ogcn gebt ialjtt au(^ bur^ D unb 0. 

Stret^nung bei (ubifii^cn 3nbalt6 M.&twil'bti^ 
2)a« ®(o6lb( tft ritt Aivpvc, btr au« brei St&dm t>on 3 »itf«^* 
benen cplinbrifd^en SRibrcn be{lebt, bie aber aQe bie Singe d be« ®t» 
to6lbe« ^ur ^6b« bal'en. 9Ran bot baber ben 3n^alt bet ®iunb> 
ebene , ober ber bret 9iing{t&de ju bered^nen. . 2>a in jebem ber brei 
Stingjiutfe ber aRittel;punft«wtn(e( = 60° tft, fo ftab nur no^ bie 
^albmeffer biefer 9iing|!&de ju beflimmen. €« fei AK = x, unb 
HL = 7. es ifi KB1 = KL, a(fo KM +KH == KL + KH=y; 
unb weil HK = MB, fo ift au(^ KM + MB = KB=77 itnb bo^ 

1) X + y = 2a. 
gerner ijl KC= CM, folglich KL=2CK, unb ba CK=a— x, 
fo ergiebt |td& KL = 2(a— x), unb ba 

KL« = KC« 4- CL«, 
fo ijl 2) 4(a— x)2 = <a— x)« + (y— h)«, ober, bay = 2a-x; 

3> 4(a— x)> =(a— x)* -f- (2a— x— h)*, 
- ober 3(a— x)» = (2a— X— h)*, 
foIgUd^, wenn man auf beiben Seiten bie £luabratwur)et jie^t : 
4) (a — x) /■3'= ^a — X — h 

(a— x)^^=a — X -j- * — fc 
(a— x)(/3"_l) = a-h 
_ a-h 

9b(er, wenn man ben 9lenner rational mad^t : 

_ (a-b)(VT-f 1) __ (a— h) /'s' -f a—h 

4>i<rau« ergiebt ff^ _ 

^ — » (9-b)/'8 + a-h 
X — a 2" 

. __ 2a— (a— h)vT— a+h 

— 2 _ ■ : ' ■ - 

__a-fh— (a — h)/'3 
— -2 

9lim ift b<r 3n^alt bc« Sting^d « AHSR 

r^ ii»(x+c)« — iwx* =s iJ»[(x+c)»— X*] 
= iy{x«+2cx4-c»— x^}=:ii.c(o-|-2x). :: 
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®er Sn^itt be$ «mflUurf« HSTO, txflen SRittrlpunft x% ijl: 

Xkt Sntalr be$ Stfngll&dg, beffen gKittf(f)untt M ift, ifkbtm 
aSm0iä AftSH gleich, alfo ebrnfaüd 

fbigltd^ ber Sn^alt ber ganzen ®tiritßa(^e: 

i;ic[2(c+2x)-f-c + 2y] = 
|Äc[2c+4x + c+2y]=f»c[3c-)-2x4.2x-f2y] 
= i7rc[dc4.2(x + y) + 2x]. 
9tvXi ifl x+y = 2a unb 2x = a+ h — (a— h)V"8, 
Wfft^, wma man bitfe 8Bert]^e fubflttutrt: 

i7ic[3c-|-4a + a+li— (a— h)/3"] = 

|^c[5a + 8c + h— (a— h)/T]/ 
folglid^ bcr cubifd^e Snbalt be$ ®cn>6lbc$ : 

i7icd[5a+3c-f h-(a— h)/'3r]. 

S*17)i. tBffflJbttug. 

Sßirb(St8.910 ein fenf redetet S^Itnber, beffen<8ntnbtbeiu 4BCD 
t{l, Hv^ eine (Bbene DEC gefc^nitten, wdd^e bucd^ ben Slittelptmft 
F ber ©runbebene ge^t, fo bei^t ber 3:bet( CDEB, mld)tn biefe 
(Sbene t)on bem Spßnber abfcdneibet, ein flauen ober^uf^ unb 
bie langfle @eite EB feine ^o^e, ber «^Ibmeffer ber ©runbebent 
ber ^albmejfer be8 J^ufeö^ 

r 173. muf^a^t. 

©er Jg)albmeffer r unb bie ^6be h eine* <|>ufi* fft#> 
gegeben: hieran* bie frummeiDberflad^e unb ben cubt« 
fd&en Sn^alt beS ^ufe§ ju finben. fgig-9L) 

Xuflifung« 3n ber fOhtx^ad)t be$ «^ufe5 jieb« man }Wti 9ei» 
ten GK unb HLfo nal^e neben einanber^ ba^ bie Sogen GH unb 
KL ol&ne er^^eblid^en gel&ler al5 gerabe ginien, unb ber glid^enjlreis 
fen GKLH al$ eben betrdd^tet werben Utmm, 2>er 3nbalt be& 
aflad^enjlreifenö GKLH ijl bann, n>e« GKLH ein SErapej ijt: 

(^^GJ?, 

ober wenn man burd^ bte SRittc M Don GH bie Seite MN gte^.' 

IHN. GH. 

SDtan iie^e noc^ bm^ M ^n FC bie g>or«Urie MO, burd^ O'ju 



MN bte DaraQele OP, wt\«)t FE in P n^tietbct, Uni ittbhAt P 
mit N, fo ip MOPN ein Sfed^tedf. 35enn EB fttht fenfred^t ouf 
ttr ®runbe()ene btS (Sptinberd, folglich aud^ bie burd^ ER gc^enbt 
ebene EPB. (§. 30.) SSr(i( nun OC in ber ebene ACB auf ber 
S)ur^f$nittdlinie Fß fentre^t {lebt, fo fie^t {}e aaü) önf ber (Sbene 
EFB fenfred^t (§. 31.), fotAnd^ ijt aud^ bie ebene FEC fenfred^t 
auf bct ebene FEß. (§. 30.) 9lün ift au^ OP fenhe^t auf ber 
ebene ACB, földlit^ au# bte burc^ OP gebenbe ebene MOPN 
(§. 30.). .^ierau« folgt, bag bte Tur^fd^ittStinle PN bfr ebenen 
FEC unb MOPN ebenfatld fentred^t auf ber ebene FBE jle^r, 
(§. 32.), unb PN II FC II OM iff. enblid^ jiebe man nod& bur<^ 
H ju FB bie 9>araIIe(e HR uiib burd^ G ^u FC bte parallele GR, 
weldbe ft* in R f*neiben, »erlangere HR, bt« fte FC in H' f*nef. 
bet, jiebe GG' II HH', unb oerbinbe F mit M. £)ann ijl A^RH 
oo ^FOM, unb baber 

1) GH t GR =FM I FC 
ober weil PM = FB ip 

2) GH»GR = FB|F0. 
9luniil OP||EB, 
btt^er 3) FBiFO = EBiOP 
ober, wenn man MN flatt OP fe^t: 

5) FR t FC = EB I MN 
%üi 5) unb 2) folgt: 

6) GH I GR == EB t MN ' 
ober, wenn man GW flatt GR fe(}t: 

7) GH t GH' =: EB t MN. 

hieraus folgt 

^ 8) GH . MN = EB . G'H' 

b. b. ber Snbatt beö glAd()en|heifen8 GKLH wirb auisgebrfirft burd^ 

baS |)robuft cm6 ber ^ilft bed ^ufeS unb ber ^roieftion bed fiSo* 

gen» GH auf ben .|>albmefrer FC. £)aifelbe gilt «on aQen Sladben« 

itreifen, in tioeI4)e fidf) bie £)b(rfla(be CEB »erlegen ld0t S)ie 

®umme aller biefer «ilidbenflrcifen wirb babet ein $robuft fein au» 

ber ^&be bed'.&ufed unb ber Summe ber ^roieftionen ber einjelne» 

ttnenbtitb flcinen Xbeilen be« jEluabranten CB. $ie ®umm bier 

fer ghoieftionen tfl aber gleidjj bem 9Jabiu8 FC, unb fo ergiebt ft4 

»a0 ber Snbolt ber £>b(rfl(u^e ECB gleidb 

r. h 
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f^lfjU^Mt fShnflU^ Uigßttitn |iitfe6^ gtrtcfr 

2)c( otbifd^c 3nl^t bV§ <^ufcd ergMt jtd^ mm auf fl>lgfi^ 
Seife* SRoa bctcad^e Ue trumme Sbct^&l^e ^t^ |mfc$ at^ |n^ 
fornniaigefilt aud cmer fo gcopen KRja^l fel^r ncmtrS|iBiir,.,b|rg 
bitfe o^ne til^tblxdtm %t\^la für eben geften tirniim, bann lo^ fi^^ 
ber |mf oU bie Summe einer unenblt^ Znffitil nnenMid^ Keiner 
f)9ramiben betrad^ten;^ »eU^e alle ben igalbmeffer ber ©qtnbebene 
^r S^i^ «nb einen fel^ mienbli^ f leisen Xl^cil ber tntmmcn 
£)berfla^e jur ®ntnbebene ^aben* S)er fubifid^r inf^lt be^ Jqu^ 
fed tft bober ber britte Xftetl be8 9)robnfte6 au^ ber fnimmcB 
£)berflaii^e unb bem J^tbmeffer berfelben, mitt^in 



• r«h 
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2Cnmer!u ng. DbdIHib bte de^cbene 9nflöfting ni^t gan} ^r^l tHitbematiffb 
xf, fo ftnb bo4 bic auf bicftm ^C9e 0efunbcncnXlh:debntffe fo etnfaib unb 
fftc bicfhropö fo beqtsnn^ baf man ffy bei einiger SBorfl^t berfflben ffet« 
mit SBortbeii bebtenen tvfrbr. 

(SS fei (Stg.92)berieir^A£BF£D ber leerte XbeU etne6 fenfri^ 
ten eplinberS, a(fo bte ®runbebenen AGB unb fi£F £ret^quabrcm^ 
ten* @d^neibet man bieCm ^ixptx burd^ etn^ (^bene^ n^elcbe bur^ 
BC unb bie 2)tagona(e DG be6 Sted^tecf 6 A£ binburd^gel^t, fo i^ ber ' 
Stixpa DACBD ein J^lber ^uf, AD befien S^ii)t, unb baber 
(§« 173) ber 3n^alt ber (rummen JDberflail^ DAB flletd[f rh. Sc« 
trad^tet man ba$ red^temtflige S>rete(t DAG atö @runbebene be^ 
f^alben {)ufeS ACBD, fo i% mil ber 3nl!)aU be8 SvMectt DAC 

rh 

glet^ ä- iß/ ^er 3nb alt ber f rummen iDberfiac^eJDlAB basier ba^ 

* ■■'■■.. 

üffi Matt^ut^ eine iixiit, wt« Dfi, mtfct^onir «fiter (36tnt vine 
^tc C^n«, wk 0C6, wett^c auf Ut «fftem feittmlft i#, f» %d8t 
Me 2>urid|ffdbntttSIime DC tiefet btibm&tnm i)ie 9t»i«ftiim 
»e« eiim Sß «of bte CbeiK OAC. «benf« ifue bie: Deoiifttoit 
>c« £tiMlbr«ntctt AB aaf tue ebene DAC. S)«! '3>reictf DAG bcift 
Met au4^ bte 9r»ieftton bet {nrnimen jDbetfUkl^c DAS otif^bie 
Cftene DAC. SRan fann bober^uc^ iwn ba 
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»uf bU 9runb eigene. 

f . 

I . • * ' , 

t* 175. ttNrflSftlttg. 

^ IttiSLiiptt DEFB (gfg. 92.) »clever einen ^oTb^uf DACß ju 

einem fBiertelc^Iinber erganit ^eif t ba$ S o m )) ( e m e n t N§ |)^lb« 
^ufeö DACB. 

f. l»4« trtifgii^e. 

Sen Sn^olt ber frummm jDbetflad^e, nnft ten cubi^ 
fd^en 3n^alt beS (Som))lement$ |u einem S^albf^txft ju 
finben, 

Xuflifung. S)ie trumme t)btxflaä)t DFB be$ Simiylemkntd 
DEFB erhalt man, wenn mn t>on ber frummen Cbetfla^e be$ 
Srertelcpltnberd ACBFED bie fntmme iDberflad^e DAS beö |)ate' 
Iftife« DACB abjiebt. 

6« i(i; baber ber 3n^a(t ber jDberfi^d^e DFB: 

|itrt -r- rh = (Jtt — I) rb. 

@benfo erbalt man ben cubifd^en Snbalt be$ QompUmtnti, vovm 
man. t)on bem cubtfd^en Snbalt be$ fSiertelc^IinberS ben cubtfi^en^ 
'Snbatt be^ |)albbufe8 PACB abjiebt; alfo 

iw^h — |r«h = (^TT — i) r^h. 

2Cnmer!ung« £)te toorbergebenben @j|e {tnb bie Srtmbfagen 
für bie JBered^nung ber iDberfiad^e unb bed cubifd^en 3nbAfteÖ ber 
toerfd^iebenen irten t>on ®eÄ$lben« 

$. 175. trufga^e. 

e^ fei (gig. 93.) ACBFED ein f(|)ief jur ®runbebenc 
AGB obgef^nittenerSbeil etne9 fentre(bten ßplinberd; 
t)en cubifcben Snbalt unb ben SKantel beffefben ja 
finben, wenn ber Stabiu^] r ber ©runbebene unb bie 
grifte unb fleinffe Seite, a, b, gegeben finb* 

Xuflifung. 3tt ber fdbiefe» Durd^f^^nittöebene BJEFK jiebe 
man DF, weld^e ben (Snb^junft D ber fleinften ©eite AD = b mit 
bem (Snbpunft F ber größten Seite Fß = a »erbinbet, unb lege 
^db bie Glitte 14 berfelben eine Sbene GEHK par^iOet ^ur @runb« 
ebene, meldte ben erweiterten (S^Itnbermantel in bem ^eife GEHK 
fd^neibet, unb loon bem fd^ief obgefd^nittenen S^fmber ben ^uf 
EKHF abfc^neibe^ ber ava leidj^t begreifltc^en ®r&nben bem $ufe 

9* 
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EKGD congntent ift & i{l Met Sn^alt unb SRantel ht& f<^tcf 
abgefr^titttennt Gptinberd glet^ bem Rabatte unb SDtantel bei fenf« 
tt^ttn (ooQjlänbtsen) ß^linbetl ACBHEG, beffen $6f)e NM = 

^^-^ tfb 2)ed^alb ift ber cubtf(^e 3n^alt be« fi^tcf obgefi^mtte' 

nett S^ltnberS : 

-C4-') 

itnb bc( SKontel irr (a + b). 

®en Sn^alt etnc§ f(|ief abgefd^nittenen Driöma*« 
ABCFED (§18.94.) ju finbcn, wenn bie bret «eitenfatt» 
ten be«felben AD = a, BE = b, CF = c, unb ber 3n* 
^alt i be$ auf ben bret ©ettetilanten fenfred^ten $rt6« 
menfd^nitte§ GHK gegeben finb. 

2f uflofunfl. man lege bur* A, H, K, unb burd^ D, H; K, 

ebenen^ n)eU^ebaSf(^iefabgef4)ntttene^ri$mamben@benenAHKunb 

DHKfd^neiben; burd^ biefe bctben6benenunb bie (SbeneGHK wirb 

baöfd^icf abgefd^nfttenc^riSma in jwei pierfeitigeunbjwei breifel% 

^pramiben jcrlegt. SBejcid&net h bie t)cn G auf HK gefaßte ®ent» 

red^te^ fo. baben bie merfeitigen ^pramiben ABHKC unb DHKF£ 

^ jur &if)t, baber 

ABHKC = JBHKC . h 

DHKFE = JHEFK • h 

fotglid^ bie Summe ber betben loierfeitigen ^Jpramiben: 

i (BHKC + HEFK) • h 

xber l BEFC . h = |-(^-') • HK = ^^ .^^' 

IKun ijlaber ~^- ber 3nbalt be§ ©reietfö GHK alfo gleich i, 

unb baber bie Summe ber beiben t)ierfeitigen ?)9ramiben : 

(b + c)f 
1) g ^ • 

3ebe ber biiben breifettigen ?)9ramiben bat GHK jur ©runb« 
ebene; folglid^ tjt 

g)9r; AGHK = 5f . AG 



♦ . 
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unb ballet bie Summe bct betbeti bmfcttigeii fy^romibcn: 

Jf (AG + DG) = f fa 
bte Summe fcer Dterfeitigen unb ber bretfettigcn ^pramiben ober bet 
3nba(t ht$ fd^tef abgefd^niftenen $ri$ma$ ijl ba^er: 

(a + b + c j f 
3 
TCnmetfung» ©er Snbalt biö ?>riömenf(l^mtte§, ber fenfre^t 
auf ben Tanten ift, Ü^t ftd^ leicht auS ben brei Seiten beJTelben; bte 
unmittelbar gemeffen merben !5nncn, berechnen. 

ffitrb eine ?)9ramibe f^icf jurl®runbcbene flef^nitten, fo beift 
ber iwifd^en bem 9)9ramibenfd^mtt unb ber ©runbebene entbalUne 
SEbeil ber 9ptam\it eine fcftief abgefc^nittene f>9ramibe; unb bie 
^pramibe, n^eld^ebte fc^ief abgefd^mttene jur Donflänbigen^^ramtbc 
ergänzt, ibre @rganiung6^pramtbe. 

Um ben Snbolt einer fd^ief abgefd^nittenen |>9ramil>e {u ftnben, 
bered^ne man ben 3nbalt ber boQftänbigen ^ramibe unb ben 3n« 
balt berßrganjungSip^ramibe, bie ©ifferenj beiber ifl ber 3n^t bet 
fd^ief abgefd^nittenen 9)9ramibe. 



aRafiOhKiiir«({ un^ ^aptu to« ^Umc^ ÜUdlUt» 



3m Srnage von 9« m. C Btu^iM in mttnmn Mb foldcnbe 
«levf Mut McjfisIU^ fÜt^ntUUfpitr 

^vf^iencn, »cldbc auf fc^cDi^n d^MMtoflcii/flletlftliileii tc. tin%ift%tt, 
{t4 M bcflen 8tufS erfnucn unb but4 fe^c biUiac ^rifc au<id4|iiaw 

S3eftcQunscn ()taräuf nimmt {ebe Sud^f^anUuttg an« 



für bie untern ©pmnaftabJtlaffeti; f&r @emmarien unb Ifi^ttt 

S3&Tgccfd^ten« 

Sun^dS^lt ein SBicbn^oton^biKb ffit feine tit^er, 
t)on 3« ^cBad, 
^&n{0t{d)cr ®)omna|!alsDbetle^r(r. 
Sweite t>evme^cte unb oerbefferte Xnjlage* 9ret« 7^ e^x. 
2)ie erfte 2Cuflage btcf€< oortteTfli<b«n iBucbe^ fanb aUgemeincn SeifoH unb 
in melden bfbcutcnbm 0^ttU2Cnjlaltm fo^Uit^ Qtnf&^rttn^) -Me ^^ermit «nger 
ffinbigte }n>e{te Knflagc würbe toom ^ercn Serfaflhr wtfentli^ Dermc^ct unb occ» 
"Gelfert/ tmb tft beffen ttngca^Ket viel wohlfeil«; aU b{e erftc) e# tmtoCiegt ba^ 
feinem dn>tife(, ba$ biifclbc bei i^^cen entfc^icbiaen fdot^ü^tn pex allen 
i^nli^en Silbern aHaemdne ICnerf ennung ffbben unb in no4l febcm'elen 
"inftalten }ttv (Z^inffi^run^ mmMR wirb« 

— - . . ... 

g r m e tt I e M «^ 

«ber QCnIritting )tt %nf(|^aiiunj|g s 2>en{^ unb S^rod^ < tttbttnges^ 
«onge^eUt mit mat^ematifdbtn gfornun unb t)e(bunben mit äfiii^t» 

Uebungen für Gtabt^ unb Sanbfd^uUn« . 
i}on 9* ®* 98- ®atietmattti, 

Setter am ^^ulle^rers C^eminac in 93r<!«Iau k. 

ÜRtt 10 ®tetnbrud(tafeln* $rei$ 10 @gr. 

^te S^eorte ^er freien ^nffaffiitto^ 

tDlit einer lit^ograpbirten Ueberftcbtdtafel, ent^aHenb bie wefent^ 

li^flen ^ulf^mittel beim Unteni^t im 3ei$nen. 

Si^r Auttß'Vfabemien, (B^mnafirn; ®4ullel^rer^@eminarlnt, ^i^^ere 

^firgerr, ®ett)erbe« unb (^lementarfd^ulett, 

auf ®tein gejetcbnet unb berau^gegeben t)on tt. 9täntt, 

3ei(^nente]^ter am Jtöntgl. fat(o(. @(^uael^rer«0eminac ic« 

OJrei« 7i ®gr. 

^atetialitn füt: bcn Betd^nen^Utttemd^t. 

IBor^eid^nungen jum TCufietd^nen auf bie @d^ultafe(, f&r SIementar« 

Sebrer. 24 S3ldtter mit baju geb^riger Srftdrung. 

auf Stein geteid^net unb beraudgrgrben bon tt. 9t&utt, 

Sei^nenlebrer ic* 

qjrei« 7^ fifgr* 
93orftebenbe, bie 3ei(^nenfnn|l betref enbe 0(t)tiften Dabienen ^ang befont 
ber« von allen ©c^ulanflalten htaä^ttt ju werben/ ba in neuerer Seit baö 3et(b» 
nen a(6 ein aademeinef Bitbun^mittcl immer «e^^dewftcbig^t wirb/ unb^&lf^s 



wHtiX, ivtc bte ebi^tn^ ipddje in Hncp fafUö^inr nib praftifdcn, htm l^tadJktit 
€{tanbpuiifte ber nntcrcicbtSiviffenf^ft an^emelTenen Otct^obe ble Jh1tiiMä|fr 
M Sei^nrn^ eiitnncteln/ aU^tmiinH Sebftffni^ toerbcti. 

Spn b<n .R6ntflL ^o^lbbU Sücgtecungen ^u SBceilau UNb ^inie^lMj flnb 
biefe e^Ariften |ttv Öinfübcung in C^d^iUn empfobicn worbcn« S>ie IMlP^MC^ 
tbeilbo^m Seurtt^tungcn in ben gfoi^tetfien icttif(^n Slättern wuxhm bmfcU 
ben )u a]j)etl. 

\w ben etflen mUdt^^i0)tii^m IXntem^t auf ©pm^ 

naften unb Steatfd^uten 

HÖR 

4^* 3* Seemann. 

W\t einer SSorrebe von Dr. SStffotoa Jt6mgL ^rofeffot unb 

©pmnaftatjDirettor, Stittet bcS rot|)en ?(bkrr&rben& ätoütt 

üerme^tte Vuflage. 5 @gr. netto. 

2thtn^ipitatt Sin bruif4^cd £efebu4) für ©c^ule unb ^auS^ 
oon I>r. 8?. 6 artottuS. 3rbtlE^rt(ung I. fERhteltf äffen. 9teifr 
7^ 6gT. netto. V^tfieilung II.: ba9 Snd^ bet 9latttn 
13i^ 69T. netto. 

iDiefe« Sefebu<b wei^t in 2Cnlage, @tnrt(t)tun0 unb jDttM(f(i^atng von bm 
meifUn ber bil je^t (tfcbicnenen Scfi^fid^cc ab; e< ift<iiil bcn »tc^ä^rifin'tfrf^J 
cungen eine« Ee^rer« ^eroorgegangen, ber mit ^{ebe feinem 2(mte aeUbt unb m 
aUem ttntecri^t bie qtiftigt unb celigibfe IDurdiibilbung feiner CSctfitcr 
fefl DOC TCugen gehabt/ ba^ iebm umcrn'^t^iwetg unb iebmSe^rftoff ^u benu^en 
fid) bemüht (at. 

3CUe pSbagogifclien unb litecatirdiien 3eitf4cifteii (^abrn e» 
t)or)i^gli(lb beurt^eilt unb j^uc atlgemetnften Scvbreitungempfo|r 
len. iDCe SHetc^^altigfeit unb ®ebiegenbeit M mit bem audgeaei^netjlcn p&bcu- 
gogifcben Safte autfgewäbUcn tf\^oi(t$ gtebt t^m ben SSonug uor -allen £()nli« 
(ben IBBeHbi. Bielc itlonhitaiC^iilen >al)f n bie erfte Xbl^KHuns ««b bie meiHm 
(Spmnafien/ SSftrgetfc^uUn unb Gc^uUefirec s eeminarien bicll. TCbtfiei*^ 
lung bereit« eingcfft^irt. 



GTammatlscIi georAiiete ^toff sainiiiliims 
zu latelntoclieii M.emaTlTübungen. 

▼on 
Dn J. SpiUer, 

Gyninatiallebrer. 

Zweite Auflage. Preis 7^ Sgr* netto. ' 

Du NiohtefttrlieiMo zweckmaaiiger loci memorÜBlM Ton Herr» 
Dr* Ruthardt aeibsi hat mebrere Stoffianuniuiicen so lateinitehcD 
MeaioriräbuB^n an'« Licht gefufea, von denen die hier aageceigte 4ea 
lUrra Br. Spiller sich einen lo allgemeinen Beilkill'e Seiten« dee Lehr- 
ataadee uad bedeutender wicAeaarhafilicIier Zeitschriften an erfreuen, 
gehabt hat, data schon nach wenigen Monaten eine zweite AnRege- 
nöiMg geworden iat. Die ehrenvuHen Urlheiie der Herrenr 8cfaulratb 
Otto Schulz im SchnlUatte für Brandenburg 1848, 11.4. S. &3S., 
Profeaaar und RektorReuter in der Schrift: Dr« K.Ruthardt'a Vorschlag 
und Plan «ad deaaea Beleachtung durch Dr. C. Peter eriäfutert von Fr» 



? ■ 



